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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energielbertrag

@ Aus dem Elektronenstrahl muf3 Energie in das Laserfeld EFEL
entlang des Weges s Ubertragen werden.

AW = —e/EFEL-d§= —e/v. Erg dt
@ Licht ist transversal polarisiert, so dass
V.1 Erg =AW =0
@ In einem Undulator gibt es eine senkrechte Komponente
Vx = ﬂc: sin(wyt),

die an das FEL Feld ankoppeln kann
@ Ein Undulator ist eine Voraussetzung flr den Betrieb eines FEL
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energietibertrag

@ Wechselwirkung zwischen Elektronen und B sowie E',:EL wird
durch die Lorentzkraft beschrieben

p = -
E = —e(E,:EL + VX B)
Umschreiben liefert
d(’yﬂ) . e - — —
g = mo EFeL T A< B)
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energietibertrag

@ Wechselwirkung zwischen Elektronen und B sowie E',:EL wird
durch die Lorentzkraft beschrieben

(jf = —e(E,:EL + VX é)
Umschreiben liefert
d(;tﬂ) = _miC(EFEL +cf x B)
@ Gesamtenergie
W =~ymc? = o;thV = mczcgty

AW:—G/EFEL-d§=—e/\7~EFELdt
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energielbertrag

erhalt man 4
v e - -
ay_ € =z 7
o mcﬁ EreL (7)
d(v3) e - 5 &
o = _7mC(EFEL +¢B x B) (8)

@ Naherungen
e Bedingung gilt am Anfang bei schwacher Verstarkung

|EFeL| < c|B x B

e (3 variiert viel starker als v
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energielbertrag
Damit wird Gleichung (8) zu

:>’)/7 't —TCQXB

@ Es sein gegeben

—

Undulatorfeld B = (0,Bysink,z,0)
Laserfeld  Epg = (Epcos(kz — wt),0,0)
@ Einsetzen von Bin Gleichung 9 liefert dann

ad eB, .
(ﬁx = m—c?ycsm Kuz
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energietibertrag

@ Integration (k, = 27/\y)
2mymc

ﬁx:

K ist der friher definierte Undulatorparameter
@ Energiegewinn des Laser Feldes war

K
CoS kyz = —— cos k,z
v

d e - =
77 = —%5 Erer
@ Geschwindigkeit
= _ kz=_—— k
Bx T cos kyz S cos k,z
@ Einsetzen von Gy
ﬂ eElK

il ooy cos(kyz) cos(kz — wt)

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Energielibertrag

FEL Gleichung

mit cos X - cos y = 3 (cos(x + y) + cos(x — y)) folgt

Diskussion der FEL Gleichung

Eok
% _ ;gm (cos{(k + ky)z — wl] + cos[(k — ky)z — wf]) (10)

v

Der Energietbertrag hangt von der Feldstarke Ey des FEL-Feldes ab —
Entspricht der induzierten Emission des “normalen” Lasers

@ Maximaler Energietransfer: Phase der Oszillation ist konstant

avy d B dz
= gkt k)z—wt) = (k k) —w~0
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Gleichung

Die FEL Gleichung kann in der folgenden Form geschrieben werden

d K - KreL - k
FZ - # (cos[(k + ku)z — wi] + cos[(k — ky)z — wt])
mit
. eEAU _ eBAU
KreL = 2 mc2 analog zum Undulator Parameter K = 5 me

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energietibertrag

Zj ist die mittlere Geschwindigkeit des Elektrons entlang der

z-Achse
Mit w = kc und z = g*c folgt dann

. 1 K2
0 = (k+k))B —k:(kiku){1—272<1+2>}—k
ky<k k K2

@ LoOsung ist nur far +k, mdglich

k K2

@ Das entspricht genau der Bedingung, die wir schon firr die von
einem Undulator abgestrahlte Wellenlange A kennen
@ Was bedeutet diese Bedingung ?
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Energielbertrag

Undulator
Period

Elektronen- 1 M\

bahn

Elekiro- f /\ AR A /\TM
= et I L L

S N S N

.
L

Bewegungsrichtung
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Freie Elektronen Laser Energietibertrag

FEL Mikrobunching

@ Fir den Energiegewinn hatten wir zwei Gleichungen

d’)/ . eEoK
G = “2yme (cos[(k + kuy)z — wt] + cos[(k — ky)z — wt])
]
dt
@ Wechselwirkung von Elektronenstrahl und FEL-Feld kann durch
ein effektives axiales elektrisches Feld beschrieben werden
et _ €BoEoly
‘ 4rmeyf,
@ Dies entspricht einem ponderomotivem (effektivem) Potential

Pond = 4w mey By (ku + K)

das sich entlang der Undulator Achse ausbreitet.

e - -
= _micﬁ'EFEL
cos[(ky + k)z — wi]

sin[(ky + k)z — wt],
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie

@ Um die Bewegung der Elektronen in diesem Potential zu
verstehen muf3 die Bewegunggleichung der Elektronen geldst
werden

@ Beim Undulator wurde nur die Wechselwirkung mit dem
Undulatorfeld B, beriicksichtigt

FEL — Wechselwirkung mit drei Feldern
@ Undulatorfeld B, wie schon bekannt
© Elektromagnetisches Feld der Laserwelle
© Feld durch die Ladungsdichteverteilung der Elektronen
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie

@ Im folgenden wird ein helikaler Undulator vorausgesetzt, da es in
diesem nicht zu der komplizierten Kopplung der transversalen und
longitudinalen Geschwindigkeiten v, und v, kommt

@ keine hdheren Ordnungen

@ Magnetfeld B
B, = éxBycos k,z — é,By sink,z
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Lésungsschritte

@ Berechne und lése die Bewegungsgleichung der Elektronen im
FEL

© Verstarkung bei kleinem Laser Feld

© Berechne das elektromagnetische FEL Feld in einer
1-dimensionalen Naherung

© Verstarkung bei mittlerem Laser Feld (linearer Bereich)
@ Sattigung

@ Berilcksichtige den statistischen Character der FEL Strahlung
(SASE)

Réntgenphysik
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Freie Elektronen Laser

FEL Theorie — Elektronen

Low Gain Bereich

@ Lorentzkraft F = —ev x By
@ Bewegungsgleichungen

av, .
mVTtX ev,B, = —ev,Bysin k,z
av
mVTty —ev,By = —ev,Bycos kyz

@ Wahle komplexe Schreibweise

Vv = v+iv,dz=v.dt
N ’moTZ — —ie(By + iBy) = —ieBy exp(—ik,z)
Integration
v K
Z_n —ik
p Wexp( ikyz) und

V| = c—(éxcoskyz — é,sinkyz)
gl
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — EM Welle

@ Zirkular polarisierte EM Welle parallel zum Elektronenstrahl
Energieaustausch war

ar 2dy Lz
i mca_—evL E, (11)

- S z S z

E, = E [ex cos (w(E - t)) — ey sin (w(E - t))}
T : Energie des Elektronenstrahl
@ mit dz = v,dt und Einsetzen in Gleichung (11) folgt (v; = ¢)
ar _ drdt e
dz dt dz v,
K z

&~ —e;EL {cos(kuz) - COS (w(E — t))

—sin(kyz) - sin ("J(g - f))}

(WwEx + v Ey)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — EM Welle

dT K z
& —eyEL cos [kuz o w(6 — t)]
dT K
— = —e—FE;cosVv 12
= 4 e7 L (12)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Phase

@ Phasenbedingung fir die Resonanz war
v
0 = dt kqu + — W

=dV = kudz+Edz—wdt

c
@ AuBerhalb der Resonanz ist
av 9y oy dt w

bz "oz Tatdz Mt Twm
Die Phase ¥ andert sich, da v, sich mit der Energie T andert
@ Entwickeln von 1/v;(T) um die Energie Ty bis zur 1. Ordnung

av w w w dvy

& e umy tamyart o 1
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Phase

—1/2
dT 2 d’)/ 2 d V2
S — — — (1
av; me av; me av; c?
dr (AR 2w
dv, 2 c? c?
mit v, = c folgt damit
d, ¢
dar Ton?
@ Einsetzen in Gleichung (13) liefert
av w w w
— = Kk, + = - T - T
dz ut c vz(To) * VZ(TO)TO'YZ( 0)
= CH+—— (T-To)

Vz(To) Toy?

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Pendelgleichung

@ Beachte: Wenn Ty = Tgr (Tgr: Resonanzenergie), dannist C = 0
@ Differenziere Gleichung (14) nach z und setze Gleichung (??) ein

a?v o} w d
- = —CH+—— —(T-T,
az2 &zt Ttz T~ o)
w eELK
= - : cosV
V2(To)Toy? v
Pendelgleichung
v,
E—FQ cosV =0 (15)
@ mit
Q2 _ weELK

Vz(To) Tov®
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Problem: Das Laserfeld E; hangt im FEL selbst von der
Elektronenbewegung ab

@ Zunachst schwache Felder — “low gain” Bereich

@ Energiegewinn des Laserfeld eines Elektrons

AW, = —mcPAv = AT
@ Im Feld gespeicherte Energie

€0
WL:EEE-V

V: vom Feld eingenommenes Volumen
@ Verstarkung

AW, 2
G=2"1 - AT
WL EoEEV

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Phasengleichung (?7?)

av
/—7
w_dz

w w

+
vz(To) VZ(TO)T072

= kit - (T - To)

@ Phasendifferenz zwischen Anfang und Ende des Undulators

AV = V-V,
w w
- Y (Te-Ta)=——2 AT
V(T T2 TE T4 = Ty me3
k k

@ Einsetzen in Gleichung (16) liefert somit

Rontgenphysik

164



Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

2 mc?~3
eEZV k

G= AV’

Verstarkung ergibt sich aus der Anderung der Phasendifferenz

@ Bemerkung

A . K2 K K2 2
N o= gy g T
= et gm)ek=05(+3)= =g
2
G = -0 Ay

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ An der Gesamtverstarkung sollen alle Elektronen eines Bunches
beteiligt sein

= Mittel tGber alle Elektronen und Anfangsphasen
1 n
<AV > = > Av;
i=1

2 mec2~3
B2V Tk
2mc3+3
= — ng < AV’ >
cE2k ' °

@ Elektronendichte im Bunch ist ng := %

= Die Verstarkung ist also proportional zur Elektronendichte ng
= Elektironenstrahl muf3 eine kleine Emittanz haben !

Rontgenphysik



Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Berechnung von V’(z) aus der Pendelgleichung (??)
d2

G2 +0%cosV =0
o L adv

@ Multipliziere mit ZE

dv 2w L, dV

dz dz2 +2Q d—cosw 0
@ Integration

2
<‘?ZU> +20%sinV =C

@ Phasendifferenz eines Elektrons zwischen Anfang und Ende des

Undulators
— ) —(==) =20%(sinV, —sinWg) (17)
( dz ) ¢ az ) 4
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL - low gain Bereich

@ Wir betrachten den Bereich um die Resonanzfrequenz Ty, so daf3
av k
dz  To?

@ Einsetzen in (17) liefert

2 2
(d\l/) _ K AT? +2Q%(sinWy — sin Wg)

dz T2y4
@ und somit
av k 292T§74 , .
av k 2eE K , . .
- = ot —sinv
Oz T2 \/1 + 7kA.,_z(sm Y,y —sinVg)

@ Die Gleichung laBt sich i.A. nicht mehr weiter integrieren
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order

@ Schwaches Laser Feld E; — Entwickeln von /-

av = kAt { eELKV(sin Y, —sinV(2))

az To y 2

@ Berechnung des Mittelwerts < CZ;ZU > in der 1. Ordnung

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order

@ Phase W(z) im sin wird durch die 0. Ordnung bestimmt

kAT KAT
v = "2l ez = 22
07 Ton? o(2) To?

Phasendifferenz zwischen Anfang und Ende ist somit

KAT KAT

_ kel _ KAl
Ao T2 " To?

)\u‘N

L, = X\, - N: Lange des Undulators, N: Periodenzahl
@ Einsetzen in die 1. Ordnung

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order
@ Phasenshift in der 1. Ordnung
AV, = W(zg+ Ly) — V' (z)

eE K . .
= VALT —sinW(zy + Ly) +sin W(z)

=sin Va+AWV, =sinWV,
@ Mitteln Gber alle Anfangsphasen V4

eE K [°7 . _ kAT
<V > = fyAT A d\UA |:S|n Yy — S|n(\|IA + Ti’}/z)\UN)
=0
= G1 =0

= Kein Energielbertrag/Verstarkung in der 1. Ordnung
= FEL Verstarkung ist Prozess héherer Ordnung
e Berechnung der Verstarkung in 2. Ordnung
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Berechnung der Phasendifferenz nun aus der 1. Ordnung

eE K

/ T R4 _
AV (z2) =V (2) - V'(2) To AT

KAT
sinW, — sin z+\|1]
s —sin() 25 2+ i

@ Integration Uber die Undulatorlange L, = N, - A\,

Ly

N, - AysinVy — dzsin (kAZ-z + lIIA)
0 Ty

eE K
AV, = — L
YT TRAT

Mathematica:

L
/ dzsin(a/Lz + V) — LsinV = g(cosw —cos(a+ V) — asinv)
0
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Definiere
2w Ja AT _ AW
L, =~ ~2 T Ly
L, := NyX,Lange des Undulators

@ Phasenshift in 1. Ordnung

eEgK 72 To
ToBAT K AT
eEyK
~YAT2k;

[cos VW, —cos(2w + W,) — 2w sin W]

AV =

[cos VW, — cos(2w + W) — 2w sin W] (18)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Berechnung der Veranderung der Phasendifferenz in 2. Ordnung

AV, — A(?j) (19)
2
kAT [ 2eEK \? (20)
- Toy2 8 \ vk AT?

ki AT? :
X (872;:_0’( [sinWy —sin(AV + AWy + W)

~ [sin Wz — sin(AW + V,)[?)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. order

@ Im Low gain Bereich ist die Phasenanderung klein, so daf3

AV < 1
= sinW,y —sin(AVy + AWy + V,)

Tayl
R sin W, — sin(AV, + Wa) — AWT - cos(AW, + V)

@ Einsetzen in Gleichung (20) liefert zusammen mit dem Wert fur
AV, aus Gleichung (18) somit
KAT1 (266K 2
Toy2 8 \ vk AT?

AV, =

2eEgK
+2Ccos(AVy + V,) [cos W,y — cos(2w + W,) — 2w sin V)

—[sinW, — sin(AWg + \Ua)]z}

X {87kLAT2 [Sin(AWg + V,) — sin(V,)]
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. order

@ Jetzt mul3 wieder Uber alle Anfangsphasen WV, gemittelt werden

um alle Elektronen in einem Bunch zu berlcksichtigen. Dabei
erhalt man dann

(sin(AVy + W,) —sin(V,)) = 0
1
(COs?(AVg + Vp)) = 5
1
(cos(AVy + Vy)cosV,) = 5 Cos AV,
. 1.
(COS(AVg + V,)sinW,) = —5 Sin AV,

@ Fir die Anderung der Phasendifferenz in 2. Ordnung kann man
dann schreiben

222
e“ErK AV .
< AV, >= L (1 —cos AWy — =2 . sin A\IJO>

274K ToA T3 2
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Es war (Phasenshift in der 0. Ordnung)

kAT AV,

2 To B Ly
AV ist also proportional zur Abweichung der kinetischen AT von
der Resonanzenergie Ty

@ Ersetzt man AT noch durch AWV, so ergibt sich fir den Verlauf
der Verstarkung G

G x< AV, >

AV3

AV
<1 — COS AVj — =0 sin A\Uo>
0

2
@ Man kann leicht nachrechnen, dass qilt
d (sinw
aw w

2
1 .
) :—mﬁ —COS2-W—w-sSin2-w)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Die Verstarkung kann dann in der Form

d
G x< AV, >o<dw<

sin w
w

2
> mit 2 - w = AV

@ Genau bei der Resonanzfrequenz
T =Ty, AT = 0 erfolgt keine
Verstarkung

@ Elektronen missen mit etwas
héherer Energie in den FEL
eintreten

@ bei kleineren Energien wird den
Elektronen aus dem Laserfeld
Energie zugefihrt

T T R I ) = Teilchenbeschleuniger

Gain
o
—2
Il

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL Theorie — Linearer Bereich

@ Im folgenden soll nun der Bereich hoher Verstarkung (high Gain)
und spater der Bereich der Sattigung betrachtet werden.

@ Beschreibung im Rahmen des Hamilton Formalismus

@ Felder in complexer Schreibweise

Undulator: By + iBy = B, ez
Laser:  Ex+ i, = Ey(2)exp (’w(g - t))
Hamilton Funktion

}1/2

H(pz, 2, 1) = [(pzc +eA)P + (AL + A+ mPct| T — et

Ay = —8,x /I-Tudz Vectorpotential des Undulator

@ Verallgemeinerter Hamilton Formalismus
t ist kanonisch conjugiert zu py = —H
— kanonische Koordinaten (po, pz), (t, 2)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamilton Formalismus

@ Transformation in ein angepasstes Koordinatensystem

(Po, P), (2, ) mit

H
w

_ Po o

PO - pz+w(ku+c>

v = kztw -1

T
w

@ Damit hat die Hamilton Funktion die folgende Form
H(P,,z) = =Py
HP,w,2) =  (ku+ %)P — PP, z,)
— (kut )P+ eAfc — 1 [(Putep) — &(A + Ay — ct]
€ Rontgenphysik € 180



Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Eichtransformation

@ mit den kanonischen Bewegungsgleichungen

dy _oR o dP_ o
dz aP az o
@ Vier Ifelder:
@ A, : Undulatorfeld
@ A, : Feld der Laserwelle
© ¢ : Ladungsfeld der Elektronen

@ Wahl einer Eichung  fiir das Vectorpotential A

10% X
/ A /
R I e e
@ Longitudinale Feldkomponente E; bleibt damit unverandert
g, 00 1 0A
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion
@ Durch diese Wahl von x verschwindet das Skalarpotential
1 0
/ f— —_—— s — pr— —_ pr—
o =0 g o [ dtolz =6 -6=0

@ Das Raumladungsfeld wird somit durch A, beschrieben

B 1 BA’Z B 1 (‘3‘A’Z(Z7 1/1)
E;(z,t) = % ot & E;(v,z) = o o
@ Die Hamiltonfunktion 7 lautet somit
v w, T 1 2 207 7 \2 > 4\ 1/?
A=kt 2)= = E{T — (A, + Ay)? — mPc }

e
+ 2 [ duaz.v)
@ Im betrachteten linearen Bereich ist dasﬁFeId des Undulators A]
viel groB3er als das Feld der Laserwelle A,
AL| < |Adl
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Damit kann die Wurzel um Al entwickelt werden

\/T2 — (A, + Ay)? — mPct
= \/TE’ — 2AZ — m2ct

62 1 N o -
T 2 T aR g TR A
2
= \/T2—e2A§—m204— © Au-AL

VT2 — e2A2 — m2ct

In der Entwicklung wurden alle Terme mit A% vernachléssigt

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Einsetzen in die Hamiltonfunktion liefert somit

T 1

VL wy 1 2_22_241/2
H = w(k“+c) CV{T e“A; mc}

> —-1/2 -
N %{Tz_eZAﬁ—mzc“} (Au-AL)ﬂLj/dsz(z’w)

@ Wir wissen schon, daf3 der FEL Prozess ein Proze3 2. Ordnung
ist. Deshalb entwicklen wir die Hamiltonfunktion noch bis zur
zweiten Ordnung in T — Ty, da die Energie des Elektronenstrahls
nicht stark von der Resonanzenergie Ty abweichen darf, um eine
Verstarkung zu erzielen.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Entwickelte Hamiltonfunktion

H = H(P,v,z)

(21)

w ; ; P
= C-P P? — (Ue" + Ure ™ 1—+/d eE.
+og e Pl (e +Ue ) (1 - 1)+ [ duek
mit
P = T-T,
w
C = k,——
u 2ny§
U - _ekLE(Z)
2ivy
K? 1
_2 -2 2
= + =—(1+K
Yz Y 2 ,yg( )

U ist das ponderomotive Potential

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Bewegung eines Ensembles

@ Annahme:
Die Wechselwirkung eines Elektron mit dem kollektivem Feld, das
von allen anderen Elektronen erzeugt wird (Strahlung und
Raumladung), sei viel gréBer als die Wechselwirkung mit dem
nachsten Nachbarn

@ Entspricht einer Mean field approximation, wie sie z.B. aus der
Atom- und MolekUlphysik bekannt ist und zur Beschreibung von
Mehrelektronensystemen angewandt wird.

@ Sei f(P, 1, z) die Elektronenstrahlverteilungsfunktion
Dann gilt fUr diese die Liouville’sche Gleichung

of df

[HAl+ 5 = 5 =0

@ Kommutator ist definiert als

ou ov ou ov
u,Vlp,q = B
(U, V]pq ZkI (aqk opk  Opx 8qk>
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Liouville’sche Gleichung

@ Ldsung Uber die Stérungstheorie
@ Sei

f = fo + ?1 e"p + ?fe‘iw = fo + ?1 e"w + C.C.

EZ == Ezelw + C-C.
mit

fo(P): Ungestorte Funktion

f(P,z): kleine Stérung |f| < ||

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Liouville’sche Gleichung

@ Im P, ), z System lautet die Liouville’sche Gleichung somit

of [OHOf OHOf
0z  OPOYy OYoP
@ Bedeutung:

f andert sich nicht entlang der Trajektorien auB3er durch die
Wechselwirkung mit dem kollektivem Feld

@ Ldsung von (22) zusammen mit den Maxwell Gleichungen liefert
die Losung fur das kollektive Feld und die Verteilungsfunktion f.

Rontgenphysik 188



Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Stoérungstheorie

@ Wir setzen jetzt Gleichung (21) (Hamiltonfunktion H(P, v, z)) in
Gleichung (22) (Liouville’sche Gleichung) unter Verwendung der
ebend definierten Funktion f ein. Das liefert nach einigen

Umformungen
ofy ofy
aJr/(CJr<A)W§_,_()>f1Jr(/U—eEz)ap 0 (23)

Hierbei sind Terme mit

fi df,

UT0 und (iU — eEZ)d'D
relativ zu of
0
(iU — eEz)dP

zu vernachlassigen.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Anfangsbedingungen

@ Zur Lésung der Gleichungen werden Anfangsbedingungen flir den
Elektronenstrahl bendtigt. Diese werden so gewahlt, daf3 der
Strahl beim Eintritt in den Undulator (z = 0) weder in der Dichte
noch in der Geschwindigkeit moduliert ist.

7c1|z:0 =0
= no- F(P)

fo
/ F(P)-dP = 1
ng : Strahldichte

F(P): normierte Dichteverteilungsfunktion

= Lésung von Gleichung (23) mit diesen Anfangsbedingungen lautet
dann

fi = nOdP/ dz' (iU — eEz)exp{ |:C+

| @ -2} e
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Stromdichte

@ Die Gleichung enthalt wiederum das axiale Feld £, dass jetzt
bestimmt werden soll.

@ Die Stromdichte des Elektronenstrahls ist durch
= jp+he¥+C.C.

gegeben
@ In der ultra-relativistischen Naherung v, = c gilt dann

Ji —ec/71 dP

fo = —ecny

12
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Stromdichte

@ Wir betrachten nun die Maxwellsche Gleichung

- 1 0E  4rn-
= .4 2
rotH - 8t—|—cj (25)
Das Feld E und die Phasen sind gegeben durch
E, = Ee¥+CC und o=kyz —|—w(§ 1)

OE; = 0 4 .= iy
= 5 = Ezae = —jwE,e
@ Am Ort des Elektronenstrahls ist rotH = 0, so wird in der 1.

dimensionalen Naherung Gleichung (25) zu

852 _ _ivE,e" + C.C. = —4rje? 1 C.C.
L E, - _i4rji(2) (26)

w
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Stromdichte

@ Gleichung (26) kdnnen wir nun in Gleichung (24), welche die
Modulation des Elektronenstrahl beschreibt einsetzen. Da

= —ec/ﬁdP

war wird zudem noch Uber P integriert. Damit folgt dann

ho= /'lo { 47Tej1 }
/dP exp{ [CJr PTO} (z’z)}

Dies ist eine Integro-Differentialgleichung, die den

Elektronenstrom in dem 1. dimensionalen Modell beschreibt.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Vektorpotential

@ Eine weitere Bedingung kann aus der Wellengleichung hergeleitet
werden.

o Maxwell

10E 47—
H- _2= .
rot C ot + Cj

Die Eichung wurde so gewahlt, dass ¢ = 0 ist.

:E‘z—l% und H = rotA
c ot

@ Damit ist die Wellengleichung gleich

- = 1 PA 4n-
AA — grad d|vA—?W = ?j
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Wellengleichung

@ Das Vektorpotential ist durch die obige Eichung noch nicht genau
bestimmt und wir kdnnen noch wahlen divA =0
= 1 RA Ar-
- At @ae T o)
@ mit j = 0 ist dies die bekannte Wellengleichung
@ Im FEL ist jedoch j # 0, da der Elektronenstrahl vorhanden ist

@ Es soll das elektromagnetische Feld des FEL betrachtet werden
= nur A, ist relevant

82/Z\L 1 6ZAL 47T7
_ = 2
022 c2 ot? c JL (28)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Wellengleichung

@ Die transversale Stromdichte 11 folgt aus der Geschwindigkeit v, .

Fir diese gilt
v _ Ke—ikuz
c Y
. K iy
= jx + i, = ;ef’k“z [11 e + C.C.}

@ Ldsungsansatz
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Wellengleichung

@ Berechnung der Terme

022 c 0z 0z2
1 624, w? - . Z
2 op = _?Ax(z) exp (/w(E — t)) + C.C.

@ Mit exp(—ik,z) = cos kyz — i sin k,z folgt

JL=—

> K< cos ky,z
0

_ sinkez ) (he" +C.C.)

T = (G -0) {250 T

—_ AX(Z)i

@ Einsetzen von ﬁx,y und 11 in die Wellengleichung liefert dann
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Wellengleichung

. ~ 2 ~
(iw(z—p) [2Iw O [ Ay o ([ A«
© coz\ 4 ) Toz\ 4, )TCC

B 47K cos k,z
cy —sink,z

) (he" + C.C.)

@ Diese Gleichung muf3 jetzt wieder vereinfacht werden. Dazu
macht man die folgenden Annahmen

@ Ji(2) ist eine langsame verdnderliche Funktion auf der Skala der
Undulatorperiode
@ Die Lange z ist viel gréBer als die Undulatorperiode )\,
Das bedeutet, dass man eine langen Undulator mit vielen
Perioden betrachten muf3 und das sich von einer Periode zur
nachsten der Elektronenstrahl nur wenig andert.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Laser Feld

@ Das bewirkt

@ Die schnelle Oszillation cos k,z und sin k,z kann vernachlassigt
werden B
@ die 2. Ableitung von A, , wird vernachlassigt

@ Damit wird die Gleichung zunachst zu

oz 2iw - 4K .,
exp (/w(E - t)) {COZAW n c.c.} =, (he"+C.C)

@ Esist

0Axy
ot

und mit dem gewahltem Ansatz fir Ay

CExy = -

0Axy
ot

= iw/z\x,y exp (iw(g - t))
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Laserfeld

@ Damit kann dann die Wellengleichung letztendlich in der Form

B2 = -5 29)

geschrieben werden.

@ Jetzt kann man noch J;(z), dass durch Gleichung (27) geben ist,
einsetzen.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Laserfeld

@ Damit ist dann das Laserfeld durch folgende Gleichung gegeben

dE 7eok?® (7 = . 4cy?E(2)
dz T o /odz EZ) 1 ke (30)
© _dF(P) . wP ,
X 7oodP ap exp{/(C+07§T0>(z z)}

z ]
o= i/o/ dz’{U+47Tej1(z)}
0 w

dF(P) . wP ,
X /dP ap exp{/ [C+ C')’;TO] (z —z)}
@ Dies ist jetzt eine weitere Integro-Differentialgleichung, die die
Entwicklung des Laserfeld entlang der Undulatorachse beschreibt.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Variablen Definition

C 2 N\ 1/
Verstarkungsparameter M= <7UOK w)

2 la
3
Alfven Strom [y = % — 17KA
z=T.z
A 1 w
Detuning Parameter C=C/T==(k
A2 _ A2 /12
Raumladungsparameter A = Ap/T
47y
2
AP 72 /
zVIA
. i ~ T—-T
Normierter Energielbertrag P =
pTo
7§I_C

Effizienzparameter p =
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Normiertes Laserfeld Gleichung

Die Gleichung flr das Laserfeld hat damit die folgende Form

dE (% | zan  a2dE(2)

FER /Odz {E(z)+//\p a5
dF SV
I exp{/(PJr C)(z —z)}

></ dpP
—c0 P

und

/ F(P)dP = 1
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Energieverteilung

@ Beispiel Energieverteilungsfunktion F(P)
Gaussverteilung

(T - To)? )

F(T-Ty = ! exp <_2<(AT)2>

21 < (AT)? >
5o 1 P
= F(P) = exp ()
Jernz T \2A%
< (AT)? >
P2T§

@ Es wurden bisher verschiedenen Naherungen gemacht, um die
Gleichung (31) herzuleiten. Wann ist die Gleichung aber
Uberhaupt gultig ?
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Gultigkeitsbereich

@ Annahme war, daB E(z) und j(z) langsam verinderliche
Funktionen sind. Das bedeutet

dE dE "
r P < k|E| < ‘dz < ky|E|
ng < kylji| daz=rT- 2z
@ Fur den Effizienzparameter p gilt dann
2
zC
= 277
p w
_ gL K <7TJow>1/2
ki ki kuyz \CPla
dE "
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Gultigkeitsbereich

@ Insgesamt laBt sich zeigen, dal3 im Rahmen der durchgefihrten
Naherungen
(P, P/A\T,p/A\P,PC) <1

gelten muf3.
@ Damit erhalt man dann die Bedingung

Rontgenphysik 206



Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Die Gleichung (31)
dE (% | aan . a2dE(2)
@ - ) {E(Z”’Ap o

x/ ap
—oc0 P

soll nun gelést werden.
@ Definition der Laplace Transformation

E(p) = /O " dzexp(—p2)E(2)

@ Multiplikation von Gleichung (31) mit exp(—pz) (Rep > 0) und
Integration tber Z von 0 bis oco.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Linke Seite von Gleichung 31

| en-praz — E@)em(-p2)|]
— [T E@)(-p)exp(—p2)az
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Freie Elektronen Laser

Linearer Bereich
Losung der Laserfeld Gleichung

@ Rechte Seite der Gleichung

) . rz N R (50
— / dz-eP? / d2’{E(2’)+iA2dE(Z )
0 0

></ dﬁ’F

ZI; exp {/(/5 + o) - 2)}

dF
_ [E(p)+ iR(pE(p) — E /Oodf? dP
{ (p) + iNo(PE(P) ext)} TR
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ mit

/ ~ gz exp(—p2) { /O " U E(2) exp [i(P+ &)’ - 2)] }
- / dZE(z )exp[(ls +0)7 / dzexp{ (p+/P+/C)}

E(p)
p+i(P+C)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Mit der Definition
b / gpdf_ 1
—o0 dPp+i(P+ C)

wird Gleichung (31) dann zu

PE(P) — Eext = {E(p) +iRg (PE (P) - Eext>} '

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Umschreiben
= pE(p) - E(p)b - ’/A\/%pE(p)D = Eext — i/A\;%EextD
— Eoa (1-iA2D)

s E(p) (p -b- if\,%bp) = Eoxt (1 - /'/A\,";ﬁ)

Ep) = E 1—iA2D
<:> = A ~NA A
P eXt,D—D—I'p/\I%D
. D
(,0) ext [P 1_ I'/\%D
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Bendtigt wird jetzt die Feldamplitude £(2), die mit der inversen
Laplace Transformation berechnet werden kann

. 1 a’+ico N .
E2) = 5[ dEWew(2)
a’—ioco
o +ico 5
_ L drexp(r2) [A— — DA
21l ) o iso 1 —iA3D(\)

o’ > 0 reell und gréBer als alle Polstellen des Integranten. Die
Integration erfolgt parallel zur imaginaeren Achse.

@ Wir wollen zunachst den einfach Fall eines kalten
Elektronenstrahls betrachten. Das heif3t, das es eine scharfe
Verteilung der Elektronenenergie gibt und somit die
Verteilungsfunktion die folgende Form hat

A A A

F(P)=5(P)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ FUr die Funktion (32) laBt sich dann schreiben

BV :/ ap—FP)
o A+i(P+O)

I I A e G S e
A +i(P+0C) _OO+ o [\ +i(P+ C)]2
=0
:/Oodfv io(P)
—  [A+i(P+ C))?
= iA+iC)2
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Losung der Laserfeld Gleichung

@ Damit ist das Feld aus Gleichung (31) durch

—1

- o +ico :
E(z)= i - daexp(A2) (A - % (34)
21 J o i (A+iC)2+A2

gegeben
@ Wie laBt sich diese Gleichung jetzt l6sen ?
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Wenn der Faktor vor der exp(AZ)-Funktion das Jordan’sche
Lemma erfillt kann das Integral mittels des Cauchy’sches
Residum Theorem als eine Summe (ber Partialwellen
geschrieben werden.

-1

" —1
D
A= 7,\2/\ = |[A—- %
1—iN2D (A+iC?) + A3
@ Das Jordan Lemma sagt aus, daf3 das Integral

= / f(x)e™ dx

—00

0 ist, wenn fur die Funktion f(x) gilt
lim |f(R-€e"?)| = 0.
Jim [f(R-e")| = 0
@ Der Faktor (35) ist von der Ordnung O(A~"), so daB fiir |\| — oo

das Jordan Lemma erfUllt ist.
Rontgenphysik 216



Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronen Strahl

@ Damit kann das Integral (34) in eine Reihe
—1

. D

umgeschrieben werden, wobei

db

/
D D|)\ by undD d)\

A=)
sind und ), die Losungen von
fy
Y
1 —iA3D;
sind.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ FUr den kalten Elektronenstrahl gilt somit

.. exp()2)
E(z) = E = 37
) Ethj:1—2i(/\j+iC))\/? e
~ an]—1
A = i[(A+iC)2+/\g] (38)

@ Die ), sind somit die Losung einer kubischen Gleichung. Fir die
Lésungen dieser kubischen Gleichung gilt

Modg = i
A2 + Aodg + A Ag = —C? + A2
A+ Ao+ A3 = —2iC
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Einsetzen dieser Bedingungen in Gleichung (37) und Umformen
liefert dann
E(%) . AoA3 exp()\12) I A3 exp()\gé) i A Ao exp()\32)

Eext (M —22)(M —A3) (A2 —=A3)(A2 — A1) (A3 — M)Az — \)
(39)

@ Es soll nun der Fall eines sehr kleinen Raumladungsfeld /A\f, —0

direkt in der Resonanzposition C = 0 betrachtet werden. Dann
wird Gleichung (38) zu

A=iAN2e N =
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Ldsungen sind

Moo= i

N — V3+i
2
—V3+i

A3 = 5

@ FUr das Feld erhalt man damit die folgende Losung

E2) _1 [exp <\/§2+ i%) + exp <_ g+ i%) +exp(—i2)] J

Eext B 3
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FEL — Feld im

Realteil des Elektrischen Feld E(z)

600

Freie Elektronen Laser

linearen Bereich

Linearer Bereich
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Feld im linearen Bereich

@ Der 3. Term oszilliert und der 2. Term nimmt exponentiell ab Fir
den asympotischen Fall Z > 1 wird die Gleichung somit zu

E() L <\/§+ i2>

Eext B 3 2

@ Mit zunehmender reduzierter Undulatorlange Z nimmt das
elektrische Feld E(Z) also exponentiell zu! Verstarkung!

/ E?

i )

E@)/E,,
.

1 —4cosh 72 cosh 72 +cos =2

N W

2 3 B
Reduzierte Undulatoriznge z
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Im Gegensatz zum low Gain Bereich verstarkt der FEL im linearen
Bereich direkt bei der Resonanzenergie C=0

@ Im folgenden soll nun das Verstarkungsverhalten des FEL
diskutiert werden.
Dazu nehmen wir wieder zunachst ein verschwindenes
Raumladungsfeld an /A\l% — 0. Damit wird Geichung (35) zu

AA+iCP =i
@ Die Propagationskonstanten )\; hangen somit nur vom Detuning

Parameter C ab. Lésung 148t sich im Prinzip explizit aufschreiben,
wir wollen aber nur das Verhalten betrachten.

o A sei die Lésung ), die dem exponentiellen Wachstum der
Leistung entspricht

@ Damit kann die Verstarkung dann einfach in der Form

G = A-exp(2Rel2)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ A : Field growth rate
A : Input coupling factor

5
0,8 i

= Ha
S <
x 0,6 - %
£ i e
2 E
204 - 3
8 - 125
= b
2 @
2 [

0,2 1 L —H1

| n L | L |
0 2 ) 2 0 2 0

Detuning parameter C
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Verstiarkung des Feldes £(2) bei verschiedenen Langen 2 des
Undulators

70

60

4 -2 0 ‘ 2
Detuning parameter C
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Welchen Einflu hat nun eine Raumladung f\f, > 0 auf das
Verstarkungsverhalten ?

@ Dazu muf3 Gleichung (39) mit den korrekten Werten fir die
Eigenwerte der Gleichung (38) berechnet werden.

~ anl—1
A= |+ iC) + A2

1
Detuning Parameter C
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Fur groBe Raumladungsfelder f\f, wird somit die Verstarkung stark
unterdriickt

70

Detung parameter C
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Das Maximum der Field growth rate ReA |aBt sich durch

N A2
max(Rel) = \f (1 - 3p>

beschreiben. Das Maximum selbst wird bei einem Detuning
Parameter

2, ~

erreicht.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Es soll jetzt als letzter Schritt der Einfluf3 einer Energieverteilung
des Elektronenstrahls diskutiert werden. Bis jetzt wurde ein kalter
Elektronenstrahl angenommen.

@ Realistische Verteilung ist eine Gaussverteilung der Energie

F(P) =

o ( P )
\/27T/A\%- 2/\%'
mit der Breite A2 der Verteilung.
@ Das Feld ist durch Gleichung (33)

. 1 o' +ico R 2
E2) =5 /  drexp(A2) [A - %
o’ —joco — IN\p

gegeben
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

e mit D A
o0 /
D(\) _/ dP%.
—~ A+i(P+C)
@ Die Rechnung soll jetzt hier nicht ausgefuhrt werden, sie ist z.B. in
dem Buch von Saldin durchgefiihrt.

Das Ergebnis fir das Feld im Fall einer Gaussverteilung der
Elektronenenergie lautet

E(2) A . Aoass A 1
=exp(Az) x 14+0(i — NN — 40
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ wobei A die Eigenwerte der Gleichung

~

) p—_"—
1+ iAZA
sind mit
R , 75
D:AL_I / ()\+/C)exp M
/\2T /\3 2/\2T
und der Fehlerfunktion
erf(x / duexp(—
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — FEL — Verstarkungsverhalten

@ Wir wollen hier jetzt nur wieder den Fall eines verschwindenen
Raumladungsfeld A3 — 0 kurz diskutieren

@ Fir diesen Fall wird Gleichung (40) zu

Ez) A2 (A+iC)
Eex  i(CAZ +1) — A(A +iC)

und A ist die Lésung der Eigenwertgleichung

A= i/ dx - x - exp (—/A\"}xz/2 —(A+ i@)x)
0
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Verstarkungsverhalten

@ Growth rate und Feld des FEL bei verschiedenen
Energieverteilungen des Elekironenstrahls

0,8

o
2

Growth rate Re A
o
=

o
N

30

2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4
Detuning parameter C
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

Der Sattigungsbereich

@ Im diskutierten low und high Gain Bereich hangen die
Ausgangsleistung und die eingekoppelte Leistung linear
zusammen

@ Uberschreitet die eingekoppelte Leistung Wey: einen bestimmten
Wert, nimmt die Leistung nimmt nicht mehr linear zu und erreicht
irgendwann die Sattigung — dieser Bereich wird dann als nicht
linearer oder Sattigungsbereich bezeichnet

@ |Im Sattigungsbereich lassen sich keine analytischen Lésungen
mehr finden und das Problem muf3 numerisch geldst werden

@ Es soll im folgenden die prinzipielle Methode zur Losung
beschrieben werden und deren Ergebnisse diskutiert werden.
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL Parameter

@ Der FEL Verstarker kann durch die folgenden Parameter
beschrieben werden

Iy Lange des Undulators

Ky Undulatorwellenzahl

Hy Magnetfeld des Undulators

w Frequenz der FEL Strahlung

To Nomienelle Energie des Elektronenstrahl

Jo Elektronenstromdichte am Anfang des Undulator

(AT?) Energieverteilung des Elektronenstrahl
Eext Amplitude des eingekoppelten Master Signals

@ Wir nehmen im folgenden als Energieverteilung eine
Gaussverteilung an
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL Parameter

@ Durch die Wahl von geeigneten dimensionslosen Variablen, kann
die Beschreibung auf 6 Parameter reduziert werden.

lh=Tl, Lange des Undulators
C Detuning Parameter
f\/% Raumladungsparameter
f\ZT Energieverteilung des Elektronenstrahl
P Effizienzparameter
o~ eKEext . .
Eext = Eext/Eo = Normierte Master Amplitude
pToly

@ Fir den linearen Bereich reichen sogar
FoA A2 A2
lu, €, N5, und AT

aus.
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

Der Sattigungbereich — Hamiltonfunktion

@ Aufgrund der verschiedenen Naherungen, die wir gemacht haben,
muf3 fir den Effizienzparameter

p <1

gelten.

@ Wenn p sehr klein ist, wird das FEL Feld Eout nicht mehr von p
abhangen und somit erhalt man
EOUI - D(il\la év //\\;2‘)7 /A\2 ) Eext)

@ Im Bereich der Sattigung wird die Ausgangsamplitude Equt nicht
mehr von I, und Egy; abhangen, so dal3 dort dann gelten wird

Esat = D(év f\ga ]\\27')
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL Verhalten im Sattigungsbereich

@ Der Elektronenstrahl wird durch N Makropartikle pro Interval
(0,27) Uber die Phase v simuliert. Die reduzierte Stromdichte ist
periodisch in der Phase und ergibt sich zu

A 2
Jz = —WWZ5(¢—¢(/)),0 <y <2r

]Z(w + 27 - n,Z) = 7Z(¢7Z)

@ Damit hat man dann 2N + 2 Gleichungen, die den
Verstarkungsprozess beschreiben.

@ Wie sehen die Lésungen dieser numerischen Simulationen aus ?
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL Verhalten im Sattigungsbereich

@ Reduzierte FeIdampIitudeAE/ in Abhangigkeit von der reduzierten
Undulatorlénge Z (C = 0,A3 — 0,A% =0, ey = 0.1)

33— T T T T T T T T T T T

2,51 -

15

Rduzierte Feldamplitude u

0,51

T L L L L L L L L L L
0 4 10 12 14

6 8
Reduzierte Undulator Léange z
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

Sattigungsbereich

@ Das Feld U steigt bis zu einem Maximalwert an und fallt dann
wieder ab.

@ Im Maximum ist der Elektronenbunch vollstandig durchmoduliert
@ Fir einen langeren Undulator fallen ein Teil der Elektronen in die
Beschleunigungsphase des ponderomotiven Potentials und es

wird wieder Energie aus dem FEL Feld an den Elektronenstrahl
Ubertragen.

@ Das Verhalten 146t sich gut im Phasenraum (P, Av) betrachten.
Aty = 1p + 1) ist die Phase relativ zur Phase g des
ponderomotiven Potentials.
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Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL — Phasenraum
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Histogramm
N

0
l——T—T——1— — T — T ——

o I 11 I 12r .
@ | | e 1t 3 ]
= 0,5 O,lf\ 1s .__. e : i
= % H 11 : ]
E 17 17 1 of : "
2 o0 e -1 OF i 1 r : 1
® Ak .
2 - 1t ‘ 1 1 L (\/ ]
o 2k 4
S 051 —--0,1- \/ -1 -1 B 27 . i
X 3k . _

7 I I R _47 AT

0 w2 T 3mw2 2n 0 w2 T 3w2 2n

JE] SR NI B PR R IR R
Yoz W Bz 2nt0 w2 T oamz 2n
Phase y relative zum ponderomotiven Potential

Rontgenphysik



Freie Elektronen Laser Sattigungsbereich

FEL — Phasenraum

@ Unmodulierter Strahl am Eingang des Undulators (Z = 0)
© Verteilung im linearen Bereich (Z = 4)

© Kurz vor dem Sattigungsbereich (2 = 7)

@ Sattigung (2 = 8.4)
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Freie Elektronen Laser SASE

Der SASE Prozess

@ Bis jetzt wurde immer nur der Fall eines Verstarkers betrachtet,
bei dem ein externes Feld Eqy; eingekoppelt und dieses dann im
Undulator bis zur Sattigung verstarkt wird. Woher erhalten wir
aber ein geeignetes, externes Feld ?

@ Das Feld kann in dem Undulator selbst in Form von spontan
emitierter Synchrotronstrahlung erzeugt werden. Ein FEL
Verstarker, der in diesem Modus betrieben wird, wird als SASE
FEL bezeichnet

SASE: Self-amplified spontaneous emission

@ Ursache der Synchrotronstrahlung sind Dichtefluktuationen im
Elektronenstrahl, die durch das Shot Noise (Schrotrauschen)
beschrieben werden.

@ Beschreibung der Statistik des Elektronenstrahls
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Freie Elektronen Laser SASE

Schrotrauschen des Elektronenstrahls

@ Der Elektronenstrahl besteht aus einer gro3en Zahl N von
Elektronen und kann durch

N
I(t)=—e) 5(t—t)
k=1

beschrieben werden. t ist die zufallige Ankunftszeit eines
Elektrons e am Undulatoreingang.
@ Die Mittlere Verteilung entspricht dem Elektronenbunchprofil und
ist durch
<I(t) >=—-e-N-F(1)
gegeben.
@ Fir ein Gaussprofil ware

1 t2
F(t) = exp | —=—»
0= Jorgn p( 202 >
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Freie Elektronen Laser SASE

Schrotrauschen des Elektronenstrahls

@ Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Elektron in der Zeit ¢, t + dt am
Undulatoreingang ankommt ist genau F(t)

@ Wir definieren die Fouriertransformierte

I(w) = / I(t)e“tdt = eZe’“”k

1 S

N
I = 5 I(w)e ™ dw =—e) " 5(t— )
- k=1

@ Die Fouriertransformierte /(w) kann somit als die Summe einer
grof3en Zahl von komplexen Phasen mit dem zufélligen Wert
ok = wl, beschrieben werden.
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Freie Elektronen Laser SASE

Schrotrauschen des Elektronenstrahls

@ Sei nun die Dauer des Elektronbunches o7 so lang, das
w-or > 1

ist. Dann kénnen die Phasen als gleichmaBig tber das Intervall
(0, 27) verteilt betrachtet werden.

@ In diesem Fall kann der Zentrale Grenzwertsatz angewandt
werden und das bedeutet, daf3 der Real und der Imaginaranteil
von /(w) normalverteilt sind.

Rel(w)? >

P(Relw)) = < Rel(w) > &P <_< Rel(w) >
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Freie Elektronen Laser SASE

Korrelationsfunktionen

@ Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung |/(w)[? hat damit die

Form )2
- 1 I(w
W)= —— ' ex <_>
P(Iw)F) = — OO
einer negativen Exponentialfunktion.
@ Spektrale Korrelationsfunktion 1. Ordnung

N N
<lWFW)> = € <Z > exp(iwty — ia/tn)>

k=1 n=1

N
_e? <ZEXp(i(” — w’)tk> + & Z < expiwty >< expiw'ty >
k=1

k#n
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Freie Elektronen Laser SASE

Korrelationsfunktionen

@ Esist

. o . = w?o?
< expiwly >= / F(t) exp(iwty)dty = F(w) = exp | — 5

die Fouriertransformierte des Gaussprofils F ()
@ Damit ist dann

< W) (W) >= NF(w — ') + eN(N — 1)F(w)F* (')
@ Wenn B
N|F(w))? < 1,
dann ist der zweite Term vernachlassigbar und es ist
< (W)l (W) >= #NF(w — ).
Damit tragt nur der Teil bei, der das Schrotrauschen N
beschreibt.
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Freie Elektronen Laser SASE

Korrelationsfunktionen

@ Die obige Bedingung ist i.A. erfillt. Es war vorausgesetzt, daf3

wor > 1
wor =10 = exp(—100)=10~*

N (Zahl der Elektronen im Bunch) ist typisch im Bereich von 10!

= N-|Fw)? <1
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Die bis jetzt hergeleitete Theorie des FEL im linearen Bereich
wurde fir die Bedingung eines unmodulierten Elektronenstrahls
und eines Mastersignals Egy: durchgefiihrt, daf3 mit der Frequenz
w moduliert ist.

@ Das Ausgangsignal Eqyt hat dann die gleiche Frequenz w und
wachst im linearen, high Gain Bereich exponentiell mit der
Undulatorldnge z E(w, z) « exp(Az)

@ Man kann dann zeigen, daf3 ein mit der Frequenz w modulierter
Elektronenstrahl ohne externes Mastersignal Eex: im wesentlich
zum gleichen Ergebnis fihrt

@ Wir betrachten jetzt den komplizierten Fall, dal3 das
Eingangssignal durch das Schrotrauschen gegeben ist, dafl ein
weif3es Rauschen besitzt.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Im linearen Bereich werden alle Frequenzen unabhangig
voneinander verstarkt. Deshalb zerlegen wir das Eingangssignal
in seine Fourierkomponenten und berechnen fir jede
Harmonische die Verstarkung.

@ Das Laserfeld wird durch

E(w,z) = E(w, z) exp(iw(z/c) — t) + C.C.

beschrieben.

@ Die Verknipfung zwischen der Zeit und Frequenzdomane ist
durch

E(zt) = - / E(w, t) exp(—iwt)dw
2r J_,
gegeben.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Wir nehmen an, daf3 die transversale Komponenten des
Schrotrauschens am Eingang des Undulators direkt mit dem
Schrotrauschen des Strahlsstrom verkn(ipft ist.

@ Wir betrachten nun einen Elektronenbunch mit der Dauer T, so
daf gilt
pwoT > 1.

(Resonanzfrequenz wy, Effizienzparameter p)

@ Diese Bedingung bedeutet, dal3 der Elektronenbunch viel langer
ist, als die Slippage der FEL Strahlung relativ zum
Elektronenbunch, Durch diese Annahme kénnen Randeffekte
bernachlassigt werden.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Ursache der Slippage sind die unterschiedlichen
Geschwindigkeiten der FEL Strahlung und des
Elektronenbunches in z-Richtung

@ Es soll nun aus dem Elektroneneingangsstrom /(t) bzw. /(w) das
elektrische Feld E(z,t) bzw. E(w, z)berechnet werden. Die
Fourierkomponenten sind tber eine Green’sche Funktion G(w, z)
gekoppelt.

E(w,z) = G(w, 2)l(w)

Firw < 0 ist
E*(w,z) = E(~w, 2)
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Wir betrachten den Fall eines vernachlassigbaren
Raumladungsfeld f\% — 0 und einer scharfen
Geschwindigkeitsverteilung des Elektronenstrahls A2 = 0. Im
linearen Bereich sind die Propagationskonstanten A durch die
Lésungen von

AAN+iCP? =i (41)
gegeben.

@ Wir betrachten nur die Lésung, die das exponentielle Wachsum
beschreibt. In 0. Ordnung (€ = 0) war die Lsung

A 1 .
A= E(\/g +1)
@ Durch Entwicklen der Losungen von (41) um C = 0 erhalt man

~ V3 c? L1 4C
F{e/\_7 1—? undlm/\_E 1—?
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Freie Elektronen Laser

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

SASE

@ Damit ist die Green’sche Funktion dann durch

3

G(w,z) = 2 exp(i%z) exp [

V3 A

i

2

(1

_4c
3

):

gegeben. Einsetzen liefert sofort das gewlinschte Ergebnis.
@ Aus der Green’schen Funktion folgt, daf3 der SASE FEL im

linearen Bereich nur ein schmales Frequenzband um die

Resonanzfrequenz wq verstarkt.

o Mit

C = (w—wo)/(2pwo)
berechnet sich die Bandbreite Aw zu

Aw

>~

w—wg = proé
pwoC = pwo

Eo
Iy

@ Das Spektrum eines einzelnen, die Dauer T besitzenden Bunches
sollte Spikes mit einer typischen Breite 1/T besitzen
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

= Zahl der Spikes (Wellenpakete) sollte dann ungefahr
A9 T

betragen.
@ Die typischen Dauer eines Spikes sollte dann 1/(pwp) sein.
@ Wie sieht nun das Spektrum hinter dem Undulator aus ?
@ Wie grof3 ist jetzt die Leistung am Ausgang des FEL ?
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Simulation eins Elektronenbunches mit nur 1000 Elektronen

Feld nach dem Undulator mit Statistik des Elektronenstrahls
z=10

am Eingang des FEL

80

[E@)

2

-1 0 1
Detuning parameter C
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Die Leistung ist durch den Pointing Vektor gegeben

)
w = CS/ E2(t)at
_ / / E(w, 2) exp(—iwt)|2dwat

)

_ CS/ |I::(w,z)|2dw-/ | exp(—iwt) 2t
87T 0

B cS < = 2

- = /O E(w, 2)2dw

¢S [ °

= |E(w, 2)|“dw

S ist die transversale Ausdehnung des Elektronenstrahl

Rontgenphysik

258



Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Die Leistung, gemittelt Uber viele Elektronenbunche ist durch
<&>= Z‘:/O < |E(w,2)? > dw

gegeben.

<|Ew@ 2> = <[G(w 2)lw)} >
= <|G(w,2)? ><[l(w)? >
@ Von der Green’schen funktion G(w, z) liefert nur der Realteil

R 2 .
exp [\f (1 - C;) 2] = exp(V/32) - exp [\@(;22]

einen Beitrag.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Da A
C = (v — wo)/(2pwo)
laBt sich < |E(w, 2)|? > schreiben als

—_ 2 _
< |E(w,2)]2 >= Aexp —(”2“’0)] < [(w)]? >

2
T4

mit

4 Eo>2 R 2 pwo
A=_— (=) exp(v32)undop =3,/ —

o () w3 [ 0

@ Integration von < |E(w, z)|? > liefert dann

Vamp N
< Wout >= pWp——L— exp /32
> 3v/v/32N,
mit der Elektronenstrahlleistung W, = ymczl/e und der Zahl der
Elektronen pro Frequenzintervall Ny = 27 ly /(ewp)
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Freie Elektronen Laser SASE

Eigenschaften der SASE-FEL Strahlung

@ Es sollen jetzt die Eigenschaften der SASE FEL Strahlung
diskutiert werden. Die Statistik der Strahlung |E(w, z)| ist durch
die Statistik des Elektronenstrahls /(w) gegeben und somit gleich

( |E(w,2)? >
= exp| ).
< |E(w,2)2 > < |E(w,2)|%2 >

@ Zur Analyse der Strahlung wird ein Monochromator verwendet
@ Der Monochromator hinter dem Undulator wird durch eine

Transmissionsfunktion Gy (w) beschrieben. Das Laserfeld ergibt
sich dann aus

p(E(w,2)?)

E(w) = Gm(w)d(w, 2)I(w)

@ Hinter einem schmalbandigen Monochromator ist die gemessene
Intensitat proportional zu |E(w)| und dementsprechend wird die
Intensitatverteilung hinter dem Monochromator der negativen
Exponentialfunktion entsprechen.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Diese Verteilung ist eine Eigenschaft von vollstandig chaotischer
polarisierter Strahlung

@ Es soll zunachst die spektrale Korrelation berechnet werden
@ 1. Ordnung

E(w)E*(w') >
[<|E(w )I2 >< |E(w)P >]12

gi(w, ') =

Wir hatten gezeigt, dai3

< (w)FF (W) >= eNF(w — )
ist. Nehmen wir jetzt fir den Elektronenbunch E(z, t) einen
Rechteckeckpuls der Zeit T an.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Die Fouriertransformierte einer Recheckfunktion ist eine Sinc
Function sin(w)/w. Damit kann man schreiben

1) = Pl —n) = |5 sin [l T]

@ Wir definieren die spektrale Koharenz

Awe = / |1 (w,w')|2d(w - W)

—00

@ Fir einen Rechteckbunch ist dies gleich

AWCZT
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ 2. Ordnung

< |E(W)PIEW)? >
[< |E()P >< |E(W)P >]
= 1+]gi(w,o)?

g2(w>w,) =

@ Die mittlere Energie hinter dem Monochromator ist nun durch

ce>= 95 |E(w, 2)|?dw
471' 0

_ Cce?’SN
T 4r

[ tem)Pigt, 2Pa
0
gegeben.

@ Die mittlere Energie hangt also von dem Verstarkungsprofil des
FEL und der Apparatefunktion des Monochromators ab.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Definition der normierten Dispersion
2 <(E-<E>) >
£ - <&> i i
Jo© dw [° dw’ < |E(w)[?|E(w)|? >
< |E(w)|2 > dw - I < |E(w)|2 > dw'
Jo© dw 5T du < |E(w)P >< |E(W)P > |gi(w, ')
I < |E(w)[2 > dw - I < |E(w)|2 > dw'
@ Hier geht zusatzlich noch das Profil des Elektronenbunches ein

@ Fir die Apparatefunktion des Monochromators nehmen wir jetzt
ein Gaussprofil an

IGul? = exp [_(""_wf))z]
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Die normierte Dispersion ist dann durch

ﬁ &

o A Yo .
02 = sz | erf(x)ax mitg = _CATM

> > 7UX = Ox
0 ~ ~

1/UA + oy
gegeben.

@ Asymptotisch ergibt sich

og =1 fur oy T<1
aggJ”T fir 1<oy-T<oaT
Y-
J?% \/-7?T fir op- T<<oy-T
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Freie Elektronen Laser SASE

Statistische Optik

@ Sehr kurze Grundlagen der statistischen Optik
Sei U eine Zufallsvariable und py(u) die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. Dann ist die Charakteristische
Funktion My(w) definiert als der Erwartungswert von exp(iwu).

[e.e]

My(w) = / expliwu)py(u)du

Die Dichtefunktion py(u) berechnet sich damit aus der
Fouriertransformation von My(w)

pulw) = 5- / " My(w) exp(—iwu)dw

@ Fir thermisches, polarisiertes Licht ist die Dichtefunktion der
Intensitat durch

1 /
p,(l):<l>exp<—<l>

NAannhAn (1 ~ N\
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Freie Elektronen Laser SASE

Statistische Optik

@ Berechnung wurde ebend fiir das Schrotrauschen des
Elektronenstrahls durchgefiihrt.
@ Die Charakteristische Funktion ist damit durch die
Fouriertransformierte
1

i<l “3)

Mi(w)

gegeben.
@ Es soll nun die integrierte Intensitat betrachtet werden

W:/ ()t =S ot =-S5,
—T/2 p mi

wobei das Integral hier durch eine Summe genahert wird. Fir die
Intensitat /x in jedem Intervall k von polarisierter, thermischer
Strahlung, die statistisch unabhangig sind gilt nun Gleichung (43).
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Freie Elektronen Laser SASE

Statistische Optik

@ Damit ist die Charakteristische Funktion My, (w) durch

-m
My (w) = [‘I —iw< I> T}
gegeben.

@ Die Wahrscheinlichkeitsdichefunktion ist dann die
Fouriertransformation

- W exp <—m
r(m)

pw(W) = (— ) =I= T> (44)
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Wir méchte jetzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Strahlung
nach dem Monochromator p(€) fiir einen kompletten
Elektronenbunch berechnen.

@ Dies entspricht der Integration Uber die Dauer T des Bunches, so
daB wir Gleichung (44) anwenden.

MM g M £
= —— | —— —M
PE) I'(M)(<5>> <<€>eXp< <S>>

mit

@ M ist die Zahl der Freiheitsheitsgrade (Moden) in dem
Strahlungspuls.
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Wahrscheinlichkeitsverteilung der Strahlung nach einem
Monochromator

12| 4 t -
M=1 | L M=3

0,8 - = -

P(E)

0,61 - = -

0,41 - H -
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Ergebnis einer Simulation Gber 1000 FEL Pulse

s

____ Wahrscheinlichkeit_____

o
<}
o
[
[
o
o
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Was bedeuten nun diese Verteilungen ?

@ Schmalbandiger Monochromator (o - T < 1 < M = 1)
Hinter dem Monochromator wird immer nur ein Spike
(Wellenpaket) beobachtet. Ein Spike hat genau die Statistik einer
negativen Exponentialfunktion.
Hinter einem schmalbandigen Monochromator wird als Licht
beobachtet, dessen Intensitat sehr stark schwanki.

@ Breitbandiger Monochromator
Das Spektrum nahert sich fiir sehr viele Moden nach und nach
einer Gaussfunktion an

@ Wie viele Moden schwingen in dem SASE FEL an ?

@ Abschatzung hatte ergeben

pwo T
@ Wie grof3 sind nun diese Zahlen z.B. bei FLASH ?
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Freie Elektronen Laser SASE

1-Dimensionale Theorie des SASE FEL

@ Wir nehmen die folgenden Werte an

o Elektronenbunch: Dauer T = 100 fs, Ladung Q = 1 nC,
Durchmesser D = 0.1 mm, Elektronenenergie E = 1 GeV

e FEL Strahlung: iw = 20 eV

o Undulatorparameter: K = 1

@ Daraus ergeben sich die folgenden Werte

r 0.957m!
p  0.017
A2 0.126

wo 3-10'6571
@ Die Zahl der Moden M liegt damit dann im Bereich

M =100

@ Im FEL schwingen also sehr viele Moden an!
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Freie Elektronen Laser SASE

SASE FEL — Zeitstruktur

@ Die Zeitstruktur des SASE FEL ergibt sich aus der
Fouriertransformation des Frequenzfrequenzspektrums

@ Spektrum besteht aus vielen, sehr kurzen Spikes

@ Die Zeitdauer eines Spikes kann im Bereich von einigen fs liegen
was fir die zeitaufgeldste Experimente sehr interessant ist.

@ Problem: Zeitaufldsung ist durch den gesamten Elektronenbunch
gegeben und nicht durch einen einzelnen Spike.
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Freie Elektronen Laser SASE

SASE FEL Theorie — Zusammenfassung

@ Funktion:

e Schrotrauschen des Elektronenstrahls und Bewegung
im Undulator erzeugt spontane Synchrotronstrahlung

e Wechselwirkung der erzeugten Strahlung mitz dem

gt eine Modulation des

obunching)

und Koharente Bewegung der

- &Y r Verstarkung der Strahlung

° VoIIstandlge Modulatlon flhrt zur Séattigung des FEL
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