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Freie Elektronen Laser
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

@ Aus dem Elektronenstrahl muf3 Energie in das Laserfeld Erel
entlang des Weges s Ubertragen werden.

AW = —e/EFEL-d§: —e/\7- Erg dt
@ Licht ist transversal polarisiert, so dass
V1 Erel = AW =0
@ In einem Undulator gibt es eine senkrechte Komponente
Vy = ﬁcg sin(wyt),

die an das FEL Feld ankoppeln kann
@ Ein Undulator ist eine Voraussetzung fur den Betrieb eines FEL
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

@ Wechselwirkung zwischen Elektronen und B sowie E,:EL wird
durch die Lorentzkraft beschrieben

d_) — N —
Ff = —e(E,:EL + V X B)
Umschreiben liefert
dnyp) _ ez o
B S B
p mC(EFEL + ¢f x B)
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

@ Wechselwirkung zwischen Elektronen und B sowie E,:EL wird
durch die Lorentzkraft beschrieben

P e(Ereu + 7 x B)
Umschreiben liefert
%ﬁ) = _miC(EFEL + cf x B)
@ Gesamtenergie
W =~mc® = %V — mCZ%

Mit
AWZ-G/EFEL-dgz—e/V-EFELdt
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

erhalt man 4
0 e > =
9T _ _ S 3 E
7 mcﬂ FEL

d(v3) _ e .z 2 B
—of = mol\EFEL +CB % B)

@ Naherungen
e Bedingung gilt am Anfang bei schwacher Verstarkung

|EFeL| < ¢|B x B

@ (3 variiert viel starker als ~

- —

d(vg) . d(s)

g
dt dt
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag
Damit wird Gleichung (8) zu

d(5) e = R
= 7y el mccﬁ x B
d(3) e - = A
= ke mccﬁ x B (9) y
X
@ Es sein gegeben B

. A #Z
Undulatorfeld B = (0, By sin k,z,0) - ‘/E =

Laserfeld  Erg = (Epcos(kz — wt),0,0)
@ Einsetzen von Bin Gleichung 9 liefert dann

d eB .
CZX — m—Covcsm k,z
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

@ Integration (k, =27 /)\,)

= — COS K,z = ——COS K,z
Bx 2T ymc us Y Y

K ist der friher definierte Undulatorparameter
@ Energiegewinn des Laser Feldes war

2 __Z3.F
at mcﬁ FEL
@ Geschwindigkeit
e\, By K
—_— e — k
Bx 5y me cos k,z . cos k,z

@ Einsetzen von [y
d’)/ eEgK

at ~vmc

coS(kyz) cos(kz — wt)
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Gleichung

mit cos x - cos y = 3 (cos(x + y) + cos(x — y)) folgt

Diskussion der FEL Gleichung

d’)/ . eEoK - s
@ = 2umo (cos[(k + ky)z — wt] + cos[(k — ky)z — wt]) (10)

v

Der Energielbertrag hangt von der Feldstarke Ey des FEL-Feldes ab —
Entspricht der induzierten Emission des “normalen” Lasers J

@ Maximaler Energietransfer: Phase der Oszillation ist konstant

av .

d dz
7_E((k:l:ku)z—wl‘)—(/(:I:I(L,)E—wNO
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Gleichung

Die FEL Gleichung kann in der folgenden Form geschrieben werden

dy  K-Kre- ky _ _ -
i > (cos|(k + ku)z — wt| + cos[(k — ky)z — wi])

mit
eE\,
27T Mc?

eB\,
27Tmec

analog zum Undulator Parameter K =

KreL =
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

Q 0z ist die mittlere Geschwindigkeit des Elektrons entlang der

dt
z-Achse
Mit w = kc und z = (*c folgt dann
0 = (k+xk)"—k=(ktky)|1- 1 1+£2 — k
— u — u 27 5
ku<k k K?

@ Losung ist nur flr +k; moglich

K K2
k A
- 27(+2>

@ Das entspricht genau der Bedingung, die wir schon fur die von
einem Undulator abgestrahlte Wellenlange \ kennen
@ Was bedeutet diese Bedingung ?
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Energielbertrag

Undulator
Peﬁod

Elektronen-—
bahn

YR T T
R i1

Bewegungsrichtung
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Freie Elektronen Laser Energielbertrag

FEL Mikrobunching

@ Fur den Energiegewinn hatten wir zwei Gleichungen

dfy B eE()K

G = yme (cos[(k + ku)z — wt] + cos[(k — ky)z — wi])
d-y e > g

v _ _* 3. E

7 ol EFeL

@ Wechselwirkung von Elektronenstrahl und FEL-Feld kann durch
ein effektives axiales elektrisches Feld beschrieben werden

‘ 47TmC’}//62

cos|(ky + k)z — wi]

@ Dies entspricht einem ponderomotivem (effektivem) Potential

P dmmeny Bz (ky + K)

das sich entlang der Undulator Achse ausbreitet.

sin[(ky + k)z — wi,
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie

@ Um die Bewegung der Elektronen in diesem Potential zu
verstehen muf3 die Bewegunggleichung der Elektronen gelost
werden

@ Beim Undulator wurde nur die Wechselwirkung mit dem
Undulatorfeld B, berlcksichtigt

FEL — Wechselwirkung mit drei Feldern

@ Undulatorfeld B, wie schon bekannt
© Elekiromagnetisches Feld der Laserwelle
@ Feld durch die Ladungsdichteverteilung der Elektronen
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie

@ Im folgenden wird ein helikaler Undulator vorausgesetzt, da es in
diesem nicht zu der komplizierten Kopplung der transversalen und
longitudinalen Geschwindigkeiten v, und v, kommt

@ keine hoheren Ordnungen
@ Magnetfeld

—
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Losungsschritte

@ Berechne und I6se die Bewegungsgleichung der Elektronen im
FEL

@ Verstarkung bei kleinem Laser Feld

© Berechne das elektromagnetische FEL Feld in einer
1-dimensionalen Naherung

Q@ Verstarkung bei mittlerem Laser Feld (linearer Bereich)
@ Sattigung

© Berlicksichtige den statistischen Character der FEL Strahlung
(SASE)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Elektronen

@ Lorentzkraft F = —ev x B,
@ Bewegungsgleichungen

4 :
dv

@ Wahle komplexe Schreibweise

V = Vx+1v,dz = Vv.df
= myg—z = —ie(Bx + iBy) = —ieBy exp(—ik,z)
Integration
% — g exp(—ikyz) und V| = cg(} cos kyz — €, sink,z)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — EM Welle

@ Zirkular polarisierte EM Welle parallel zum Elektronenstrahl
Energieaustausch war

% = mcz%:—e\ﬁ-l;l (11)
E, = E {éx coSs (w(g — t)) — €y Sin (w(g — t))}

T : Energie des Elekironenstrahl
@ mit dz = v,dtf und Einsetzen in Gleichung (11) folgt (v, = ¢)

ar drl dt e
4z drdz _VZ(VXEX + Vv Ey)
K

12

—e;EL [cos(kuz) - COS (w(g — t))

_sin(k,z) - sin (w(g ~1))]
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — EM Welle

dT K Z
dT K
_ 12
= — e7 E, cos W (12)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Phase

@ Phasenbedingung fur die Resonanz war

dwv W
O — E:kuvz—i—z‘/z—w
S dV = k,dz+ %dz _ wdt

W W

<~ ku —I_ —_— — — — O
cC Vy
@ Auf3erhalb der Resonanz ist
av oy Oy dt w w
hulh — k., L+ = _
dz 9z T otdz v vZ(T)#O

Die Phase W andert sich, da v, sich mit der Energie T andert
@ Entwickeln von 1/v,(T) um die Energie Ty bis zur 1. Ordnung

dv _|_w W N w  dvy
dz c  Vz(To) vE(Ty)dT

(T —To) (13)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Phase

—1/2
a7 , dy , d V2
i Rl A (1
dv, me dv, me dv, ( Cc?
& 1 T 2w
dv, 2 c2 c2
mit v, = ¢ folgt damit
o _ o
dT B TO")/Z
@ Einsetzen in Gleichung (13) liefert
dv W W W
av _ wo_ T—T 14
dz Kut c Vvy(Tp) i Vz(To)Tovz( o) {14)
w
— C+ T—T
(To) T2t~ 10
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL Theorie — Pendelgleichung

@ Beachte: Wenn Ty = Tg (Tr: Resonanzenergie), dannist C =0
@ Differenziere Gleichung (14) nach z und setze Gleichung (12) ein

d2v d W d
dz2 azCt Vo(To) Tor2 az\" ~ To)

eE K
= d L™ cos W

vA(To)To2 o

Pendelgleichung

ad?v
—— +Q%cosV = 1
072 + 2 cos 0 ( 5)J
@ mit
VZ(TO)TO’V3
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Problem: Das Laserfeld E; hangt im FEL selbst von der
Elektronenbewegung ab

@ Zunachst schwache Felder — “low gain” Bereich
@ Energiegewinn des Laserfeld eines Elektrons

AW, = —mc?Avy = AT
@ Im Feld gespeicherte Energie

W, = JE -V

V: vom Feld eingenommenes Volumen
@ Verstarkung

_ AW 2 AT (16)

G: — :
W, EoELZV
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Phasengleichung (14)

_av
- dz

w _|_ w
VZ(To)  Vz(To) Tory?

v’ — ku‘|‘%_ (T—TO)

@ Phasendifferenz zwischen Anfang und Ende des Undulators

AV = WV,
w w

- Te— Ty) = AT
(T T2~ TA) = T ymee 3
K K
- AT = —A
mc-3 3T

@ Einsetzen in Gleichung (16) liefert somit

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

2 2.3
G=-——2— T Av
coE;V k

Verstarkung ergibt sich aus der Anderung der Phasendifferenz

@ Bemerkung

Ay K? K K2 A2
= + 5 — = —(1+ — >
2
G = -0 AY
eoE2 VK,
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Freie Elektronen Laser

FEL — low gain Bereich

@ An der Gesamtverstarkung sollen alle Elektronen eines Bunches

beteiligt sein

Low Gain Bereich

= Mittel Gber alle Elektronen und Anfangsphasen

<AV > =

=G =

@ Elektronendichte im Bunchist ng .= —

1 n
DI
n =1
2 mc?~3

: < AV >
B2V k

2mc2~°>
— ng < AV’ >
B2k °

n
V

=- Die Verstarkung ist also proportional zur Elektronendichte ng
= Elektronenstrahl muf3 eine kleine Emittanz haben !
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain Bereich

@ Berechnung von V'(z) aus der Pendelgleichung (15)

a2 5
+ Q V=
472 Cos 0
@ Multipliziere mit 2— =
dv g2 dw
2Q°~— cos ¥ =
2dz 072 + o CoS 0
@ Integration
2
(d_\l!) +20%sinw =C
az
@ Phasendifferenz eines Elektrons zwischen Anfang und Ende des
Undulators
du\? /dv\? 5, . .
) ([ Z22) = V,—sinVy 17
(dz)E (dz)A 2Q°(sinV, —sin V) (17)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL - low gain Bereich

@ Wir betrachten den Bereich um die Resonanzfrequenz T, so daf3

dv K
AT
az T()’)/2

@ Einsetzen in (17) liefert

2 2
(dw> i AT? 4+ 20%(sin W4 — sin Wg)

dz ) Tozfy“
@ und somit

dv k 202 Te~* .
= =/ O —(sinW, —sinw
Iz Tor2 + S aATE (sinW, —sinWg)
dv K 29ELK : .
= —— /1 Vy—sinV
I Tor2 +7kAT2(Sm A—SinVg)

@ Die Gleichung laf3t sich i.A. nicht mehr weiter integrieren
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order

@ Schwaches Laser Feld E; — Entwickeln von /-

1 1
\/1+x:1+§x—§x2+...

dv _ kAT [1 eELKV(sin W, — sinW(z))

dz  To? N

1 <6ELK7

8\ KAT?

v
@ Berechnung des Mittelwerts < chv'_z > in der 1. Ordnung

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order

@ Phase V(z) im sin wird durch die 0. Ordnung bestimmt

KAT KAT
/ p— .

_ z
07 Ton?

Phasendifferenz zwischen Anfang und Ende ist somit

KAT KAT

N L, =
Toy2 T2

Ay - N

L, = A, - N: Lange des Undulators, N: Periodenzahl
@ Einsetzen in die 1. Ordnung

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 1. Order

@ Phasenshift in der 1. Ordnung
A\U{' = \U,(Zo + LU) — \U/(Zo)

— iiL;f —§in V(zy + LUZ+§in \li(ZoZ

:S|n wa+AWO :S|n Wa

@ Mitteln Gber alle Anfangsphasen V4

eE K [°7 . . KAT
<V >1 = *yAT ; AV 4 [SIHWA—SIH(\UA+ T’yz )\UN)
~0
=>G1 = 0

= Kein Energielbertrag/Verstarkung in der 1. Ordnung
= FEL Verstarkung ist Prozess hoherer Ordnung
e Berechnung der Verstarkung in 2. Ordnung

Rontgenphysik 175



Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Berechnung der Phasendifferenz nun aus der 1. Ordnung

eE K
To”}/SAT

KAT

AV} (2) = V'(2) - V'(2)) = o

[sin W, —sing() z+\I!A]

@ Integration Uber die Undulatorlange L, = N, - A\,

Ly
N, - AysinW, — dzsin(
0

KAT
T2

eE K

AV, =
' ToBAT

Z—I—\UA)

Mathematica:

. L
/ dzsin(a/Lz + V) — LsinV¥ = gl(cosw —cos(a+ V) — asinv)
0
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Definiere
2_W o kL AT o A\UO
L, =~ ~2 T Ly
L, := NyX\, Lange des Undulators

@ Phasenshift in 1. Ordnung

eEoK ’yz To :
= V, — 2 V) —2 L4
AV, T BAT kAT [cos W, — cos(2w + W) — 2w sin V]

eEoK .
- WA792KL [cos W, — cos(2w + W) —2wsinW,]  (18)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Berechnung der Veranderung der Phasendifferenz in 2. Ordnung
av
/
= P 1
AV, A ( dz>2 (19)
_ KAT1 [ 2eEK \?
T()’)/2 8 ’ykLATz

2
« 8’7kLA T
2eEgK

—[sinW4 — sin(AWg + \Ua)]2)

(20)

[SinW, — SiN(AVy + AWq + W,)]
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. order

@ Im Low gain Bereich ist die Phasenanderung klein, so daf3

AV, < 1

= sinW; —sin(AVy + AVg + V)

Taylor . _
~ SinWV,;—sin(AWVy+ V,) — AW1 . cos(AVy + Vy)

@ Einsetzen in Gleichung (20) liefert zusammen mit dem Wert far
AV aus Gleichung (18) somit
KIAT 1 [ 2eEoK \°

T()’}/2 8 ”}/kLA T2
2
v 8’}/kLAT
2eEgK
+2C0S(AVg + V,) [cosWV, — cos(2w + W) — 2w sin W]

— [sinV,; —sin(AVg + Wa)]z}

AV, =

[SiN(AWVg + W,) — sin(V,)]
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. order

@ Jetzt mul3 wieder Uber alle Anfangsphasen V4, gemittelt werden
um alle Elektronen in einem Bunch zu bericksichtigen. Dabel
erhalt man dann

(sin(AVg +WV,) —sin(Vy)) = 0
’
(COS?(AVy + V,)) = 5
1
(COS(AWg + Wy)cosV,) = 5 COS AV
. 1
(COS(AWg + Wy)sinW,) = —5 Sin AV

@ Fur die Anderung der Phasendifferenz in 2. Ordnung kann man
dann schreiben

< AV, >=

2 2 K2
e?E2K AWy
1 —CosAVy— —— -sinAV
2’)/4kLToAT3 < 0 2 | O)

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Es war (Phasenshift in der 0. Ordnung)

KKAT AV

v2 To Ly
AV, ist also proportional zur Abweichung der kinetischen AT von
der Resonanzenergie Ty

@ Ersetzt man AT noch durch AWV, so ergibt sich flr den Verlauf
der Verstarkung G

1 AWV .
0

@ Man kann leicht nachrechnen, dass gilt

- 2
dcliv (SICVW> :—%(1 —C0S2-wW—Ww-Ssin2-w)
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

FEL — low gain 2. Order

@ Die Verstarkung kann dann in der Form

d (Sinw

G x< AV, >

2
mt2.-w=AV
dw \ w > 0

@ Genau bei der Resonanzfrequenz
I =Ty, AT = 0 erfolgt keine
Verstarkung

@ Elektronen missen mit etwas

hoherer Energie in den FEL
eintreten

@ bei kleineren Energien wird den
Elektronen aus dem Laserfeld
Energie zugeflhrt

= Teilchenbeschleuniger

Gain
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Freie Elektronen Laser Low Gain Bereich

Take Home Message — FEL Low Gain

@ Die transversale Geschwindigkeitskomponente im Undulator
bewirkt den Energietbertrag vom EM Feld auf den
Elektronenstrahl.

@ Elektronen bewegen sich in einem ponderomotoven Potential aus
Undulator Feld und Feld der Laserwelle.

@ Wechselwirkung des Elektronenbunch mit Laserwelle erzeugt
Mikrobunching der Elektronenbunches.

@ Koharente Bewegung der Elektronen in einem Mikrobunch.

@ Bewegung der Elektronen im onderomotiven Potential kann durch
eine Pendelgleichung beschrieben werden.

@ FEL Verstarkung ist ein nichtlinearer Prozel3 hoherer Ordnung.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL Theorie — Linearer Bereich

Im folgenden soll nun der Bereich hoher Verstarkung (high Gain)
und spater der Bereich der Sattigung betrachtet werden.
Beschreibung im Rahmen des Hamilton Formalismus

Felder in complexer Schreibweise

Undulator: By + iB, = B,e~u?

Laser: Ex + IEy, = Ei(z)exp (iw(g — t))
Hamilton Funktion

]1/2_9(])

H(pz, 2, 1) = {(pzc +eA,)? + (AL + A,)? + mPct

—

A, = —e,X /I—Tudz Vectorpotential des Undulator

Verallgemeinerter Hamilton Formalismus
t ist kanonisch conjugiert zu pg = —'H
kanonische Koordinaten (pg, pz), (t, 2)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamilton Formalismus

@ Transformation in ein angepasstes Koordinatensystem

(Po, P), (z,v) mit

H T
_ Po “
PO = Pz+ o (ku‘|‘c)

@ Damit hat die Hamilton Funktion die folgende Form
ﬂ(Pa ¢7 Z) — _PO

ﬂ(P,@D,Z) — (kU+ )P pZ(’D Za¢)

1 1/2
= (ku + )P+ eAz/c —— |(Pw+ep)® — (AL + Ay)? — mPc
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Eichtransformation

@ mit den kanonischen Bewegungsgleichungen

%—@undf—_@
dz 0P dz Oy

@ Vier Felder:

@ A, : Undulatorfeld
@ A, : Feld der Laserwelle
© o : Ladungsfeld der Elektronen

@ Wabhl einer Eichung Y fiir das Vectorpotential A

1 0% %
¢%¢/:¢—E§’ AZ—>A,Z:AZ—|—W
@ Longitudinale Feldkomponente E; bleibt damit unverandert
E, — _% 1 : 0Az
T 9z ¢ ot
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion
@ Durch diese Wahl von y verschwindet das Skalarpotential
1 0
I __ - . — — —
o =6 o [aoz = 6- =0

@ Das Raumladungsfeld wird somit durch A, beschrieben

1 0A] 1 0AL(z,v)
= —— - — E = ——. 23\
EZ(Za t) C at Z(waz) C 8¢
@ Die Hamiltonfunktion 7 lautet somit
H_(k“+5)5 — E{T—e(ALjLAU) —mc}

e
+ 2 [ dvEz.0)

@ Im betrachteten linearen Bereich ist dasﬁFeId des Undulators AZ

viel gro3er als das Feld der Laserwelle A
ALl < |A|

Rontgenphysik
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Damit kann die Wurzel um Z\L entwickelt werden

\/T2 — e2(A, + A,)2 — m2ct
\/T2 — €242 — m2c4

12

- 'JTz_ezA%—mzm(ZAi*ZA“)'AL+"‘
2 — —
= \/T2—e2A§,—m204— © Au- Al

VT2 — e2A2 — m2c?

In der Entwicklung wurden alle Terme mit A5 vernachlassigt
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Einsetzen in die Hamiltonfunktion liefert somit

- T W 1 o 2 A2 > 4 1/?
H = 5(k“+5)_EV{T —eAu—mC}
2 —1/2 o
I L A S R B AR

@ Wir wissen schon, daf3 der FEL Prozess ein Prozel3 2. Ordnung
Ist. Deshalb entwicklen wir die Hamiltonfunktion noch bis zur
zweiten Ordnung in T — Ty, da die Energie des Elektronenstrahls
nicht stark von der Resonanzenergie Ty abweichen darf, um eine
Verstarkung zu erzielen.
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Hamiltonfunktion

@ Entwickelte Hamiltonfunktion

H = H(P,¢,2) (21)
W - - P
— C-P P? — (Ue'¥ + Ure ") (1 — — /d eE
*paar P (U Ue ) (1 )+ [ duek
mit
P = T-T,
w
C = k,—
Y2092
U — _GKLE(Z)
217
K2 1
) _2 2
= +—=—=(14+K
Yz Y 72 72( )

U ist das ponderomotive Potential
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

Bewegung eines Ensembles

@ Annahme:
Die Wechselwirkung eines Elektron mit dem kollektivem Feld, das
von allen anderen Elekironen erzeugt wird (Strahlung und
Raumladung), sei viel grof3er als die Wechselwirkung mit dem
nachsten Nachbarn

@ Entspricht einer Mean field approximation, wie sie z.B. aus der
Atom- und MolekUllphysik bekannt ist und zur Beschreibung von
Mehrelektronensystemen angewandt wird.

@ Sei f(P,, z) die Elektronenstrahlverteilungsfunktion
Dann gilt fir diese die Liouville’sche Gleichung

of df

[H, f] +
@ Kommutator ist definiert als
ou ov ou ov
U,V]pqg:= —
Vo Ek:(@qk Opx  Opx 8qk>
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Liouville’sche Gleichung

@ Losung uber die Storungstheorie
@ Sei

f fh+fhe +fe ™ =f+he" +C.C

mit
fo(P): Ungestorte Funktion
fi(P,z): Kkleine Storung |f1| < ||
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Liouville’sche Gleichung

@ Im P,, z System lautet die Liouville’sche Gleichung somit

of L OH o _0Hof _ ¢ -

oz " oPow 0w oP

@ Bedeutung:
f andert sich nicht entlang der Trajektorien auf3er durch die
Wechselwirkung mit dem kollektivem Feld

@ Losung von (22) zusammen mit den Maxwell Gleichungen liefert
die Losung flr das kollektive Feld und die Verteilungsfunktion f.
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Storungstheorie

@ Wir setzen jetzt Gleichung (21) (Hamiltonfunktion H(P, 1, z)) in
Gleichung (22) (Liouville’'sche Gleichung) unter Verwendung der
ebend definierten Funktion f ein. Das liefert nach einigen

Umformungen
of, ofy
— f E, 23
57 +/<C+wmz7_o> 1+ (U—e )aP 0 (23)

Hierbel sind Terme mit

vl und (U - eE)df1
To
relativ zu 4
0
(iU — eE,)=2 B

zu vernachlassigen.
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Anfangsbedingungen

@ Zur Losung der Gleichungen werden Anfangsbedingungen flr den
Elektronenstrahl benotigt. Diese werden so gewabhlt, daf3 der
Strahl beim Eintritt in den Undulator (z = 0) weder in der Dichte
noch in der Geschwindigkeit moduliert ist.

71 |z:0 = 0
fo = no-F(P)
/F(P) -.dP = 1

ng . Strahldichte
F(P): normierte Dichteverteilungsfunktion
= Losung von Gleichung (23) mit diesen Anfangsbedingungen lautet
dann
wP

CVZ To

~

f; ——no / dz' (iU — eEZ)exp{ [C+

|@-2)} e
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Stromdichte

@ Die Gleichung enthalt wiederum das axiale Feld E,, dass jetzt
bestimmt werden soll.

@ Die Stromdichte des Elektronenstrahls ist durch
= o —|—71 e'¥ + C.C.

gegeben
@ In der ultra-relativistischen Naherung v, = ¢ gilt dann

i —90/71 dP

jo — —ecn

12
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Stromdichte

@ Wir betrachten nun die Maxwellsche Gleichung

.1 9E A4r-
H=—- - —+—j 25
rot par + =/ (25)
Das Feld E und die Phasen sind gegeben durch
E, = E,e¥+C.C. und o =kyz+ w(g — 1)

8EZ L ~ 8 W L . pad “P
= 5 = Ezae — —jwE,e
@ Am Ort des Elektronenstrahls ist rotH = 0, so wird in der 1.
dimensionalen Naherung Gleichung (25) zu

8552 = —iwE,e" + C.C. = —4xje" + C.C.
LE /47r£ (2) (26)
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Stromdichte

@ Gleichung (26) konnen wir nun in Gleichung (24), welche die
Modulation des Elektronenstrahl beschreibt, einsetzen. Da

= —ec/ﬂdP

war wird zudem noch Uber P integriert. Damit folgt dann

_ z sl
- i.jo/ dz’{U+47Tej1(Z)} (27)
0

w

x/deZEDP) exp{i [c+ C;";TO] (z’—z)}

Dies ist eine Integro-Differentialgleichung, die den
Elektronenstrom in dem 1. dimensionalen Modell beschreibit.
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Vektorpotential

@ Eine weitere Bedingung kann aus der Wellengleichung hergeleitet

werden.

@ Maxwell

L. 19E A4r-
tH= —— + ——j
0 c:@z‘jL c/

Die Eichung wurde so gewahlt, dass ¢ = 0 ist.

:>§:—1% und H = rotA
c Ot

@ Damit ist die Wellengleichung gleich

B = 1 02A  4r-
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Wellengleichung

@ Das Vektorpotential ist durch die obige Eichung noch nicht genau
bestimmt und wir konnen noch wahlen divA =0

@ mit j/ = 0 ist dies die bekannte Wellengleichung
@ Im FEL ist jedoch 77& 0, da der Elektronenstrahl vorhanden ist

@ Es soll das elektromagnetische Feld des FEL betrachtet werden
= nur A, ist relevant

82/Z\)J_ 1 62/Z\L 47T—.>
02 2 oz oM (28)
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Wellengleichung

@ Die transversale Stromdichte /1 folgt aus der Geschwindigkeit v .

FUr diese gilt
v _ Ke—/kuz
C Y
L K o,
= x+ 1y = ;e_’kuz [11 e + C.C.}

@ Losungsansatz
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Wellengleichung

@ Berechnung der Terme

2 w OA, 24, N 2
Ph oo (iw(g_t)) {2/ 0A(2) | PPA(2) AX(Z)?}

0Zz2 c 0z 0z

1 92A,
c2 Ot?

w? . Z
= —?Ax(z) exp (/w(E — t)) + C.C.
@ Mit exp(—ikyz) = cos kyz — isin k,z folgt

> K( cos k,z

L=\ _sink,z

- > (ie™ + c.c.)

@ Einsetzen von ﬁx,y und /1 In die Wellengleichung liefert dann
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Wellengleichung

. i .
(iw(z-p) [21w O [ Ac | O [ Ay C
© coz\ A ) Taz\ a )TCC

3 47K cos k,z
cy \ —sink,z

) (]1 e’V + C.C)

@ Diese Gleichung muf3 jetzt wieder vereinfacht werden. Dazu
macht man die folgenden Annahmen

@ /i(2) ist eine langsame veranderliche Funktion auf der Skala der
Undulatorperiode
@ Die Lange z ist viel groBer als die Undulatorperiode )\,
Das bedeutet, dass man eine langen Undulator mit vielen
Perioden betrachten muf3 und das sich von einer Periode zur
nachsten der Elektronenstrahl nur wenig andert.
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Laser Feld

@ Das bewirkt

@ Die schnelle Oszillation cos k,z und sin k,z kann vernachlassigt
werden )
© die 2. Ableitung von A, , wird vernachlassigt

@ Damit wird die Gleichung zunachst zu

4 2iw 0 ~ 47K ~ .
eXp (/W(E — t)) {TMEAX’}/ ‘I‘ CC} — —;T—fy(h eli,b ‘I‘ CC)
@ Esist IA
By =~ ot

und mit dem gewahltem Ansatz fir Ay

aAX’y
ot

— jwAy., exp (iw(g —~ t))
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Laserfeld

@ Damit kann dann die Wellengleichung letztendlich in der Form

—E(z) = —ji(2) (29)

geschrieben werden.

@ Jetzt kann man noch j; (z), dass durch Gleichung (27) geben ist,
einsetzen.

Rontgenphysik 205
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Laserfeld

@ Damit ist dann das Laserfeld durch folgende Gleichung gegeben

C )2 rzZ . 2 (-
dE _ rejpK / dz’{E(z’)+i4‘” E(z)} 30)
0

dz cy2 wK? dz/

o0 dF(P) . wP ,
x/OOdP P exp{/ (C+ 073T0> (z —z)}

z Sl
o= i/o/ dZ’{U+47Tej1(Z)}
0 w

X /deZ(PP) exp {i [C + C;U;To] (Z' — z)}

@ Dies ist jetzt eine weitere Integro-Differentialgleichung, die die
Entwicklung des Laserfeld entlang der Undulatorachse beschreibt.
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Variablen Definition

2\ /3
Verstarkungsparameter F:< 102 3 )
Cyz7° A
3
Alfven Strom [, = % — 17KA
z=1I.z

Detuning Parameter C = C/I = F( L

Raumladungsparameter A5 = A5 /T?

47}
2 _ 0
/\P o 72 /
zVIA
. -~ ~ T —-Tg
Normierter Energietbertrag P =
pTo
2
. [
Effizienzparameter  p = 1z ©
w
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Normiertes Laserfeld Gleichung

Die Gleichung flr das Laserfeld hat damit die folgende Form

dE [? o) dE(2)
= / { E() + R30S } 31)
paF {i(P+ )2 - 2)]

und

/ F(P)dP = 1
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Energieverteilung

@ Beispiel Energieverteilungsfunktion F(P)
Gaussverteilung

1 (T—To)2 )
F(T - Ty) = exp [ —
( 0) V21 < (AT)? > p( 2 < (AT)? >
A 1 P
= F(P) = exp (—)
\/ZWA% ZA%
5 < (AT)? >
A2 = 772

@ Es wurden bisher verschiedenen Naherungen gemacht, um die
Gleichung (31) herzuleiten. Wann ist die Gleichung aber
Uberhaupt gultig ?
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Gultigkeitsbereich

@ Annahme war, daB3 E(z) und j(z) langsam verénderliche
Funktionen sind. Das bedeutet

dE . dE .
I 75| < ki|E| < 2| < Kuy|E|
dj . .
rd—é < kyljs] daz=r-z
@ FUr den Effizienzparameter p gilt dann
2
,0 — ’YZCr
w
_ BT _ K (w'ow)”z
ki ku  kuyz \cy3la
dE .
E
= Plgz| < |E|
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Gultigkeitsbereich

@ Insgesamt laf3t sich zeigen, daf3 im Rahmen der durchgeflhrten
Naherungen

(p7 /0//\\7-7 pAP? pé) < 1

gelten muf3.
@ Damit erhalt man dann die Bedingung

7§Cr ~ TjoK?

< 1
w kg’ylA

10:
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Die Gleichung (31)

dE [? g5 VB ~» dE(2))
dz = / { E(@) +N=gg }

I(P + C)(z — z)}

soll nun gelost werden.
@ Definition der Laplace Transformation

E(p) — /0 " dzexp(—p2)E(2)

@ Multiplikation von Gleichung (31) mit exp(—pz) (Rep > 0) und
Integration tber z von 0 bis co.
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Linke Seite von Gleichung 31

/o dg(;) exp(—pz)dz

E(2)exp(—p2)|
- /O " E(2)(—p) exp(—p2)d2

—E (0) + pE(p)
= PE(p) — Eext
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Rechte Seite der Gleichung

N\

oC N N> ‘ AN r A Y\ dE(é\,)
_ . pz / / 2
/o dz-e /o dz {E(z)+//\p e }

N\

~ . dF e e s
x/_w dP exp{/(P+ C)(2 —z)}

dF

E(p) + iR (pE(p) — E /Oodlf" dp
{E(p) + NS(PE(P) ~ Ea)} | P
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ mit

/OOO dz exp(—p2) {/OZ dZ' E(Z')exp [i(lf" +C)(2 - 2)} }

/ T Y E( ) exp [i(fv + (“3)2’] - / ~ dzexp [—(p Py ié)z}
0 z/

E(p)
p+i(P+ C)
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Mit der Definition

D= / dP’ 1 (32)
de+/(P+C)

wird Gleichung (31) dann zu

~

PE(p) — Eext = { E(p) + iAZ (pE(p) ~ Eex) } - D
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Umschreiben
= pE(p) — E(p)D — iNSpE(p)D = Eext — iN5EeD
= Eou (1 iR2D)

=  Ep) (p _b- i/\gbp) - (1 _ i/“\zb)

p
Ep) = E 1 —iA2D
e — = ~
P extp_ H_ ip/\,%D
N D
= E = E, — —
(P) = Eext | P 1 — iA2D
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Bendtigt wird jetzt die Feldamplitude E(2), die mit der inversen
Laplace Transformation berechnet werden kann

. o’ +ioco .
Ez) = 2%,  dAE(N) exp(A2)
a’ —Ioo
1 o’ +ioco
= drexp(A2) [ A —

27T/ o —ioco

D())

1 — iA2D()) (33)

o’ > 0 reell und gréBer als alle Polstellen des Integranten. Die
Integration erfolgt parallel zur imaginaeren Achse.

@ Wir wollen zunachst den einfach Fall eines kalten
Elektronenstrahls betrachten. Das heil3t, das es eine scharfe
Verteilung der Elektronenenergie gibt und somit die
Verteilungsfunktion die folgende Form hat

F(P)=4(P)
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FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ FUr die Funktion (32) laf3t sich dann schreiben

N\

Aoy F'(P)
D) = / dPA+//5 C)

- GO - / dP

(>\ +i(P+C))
[)\ + /(P + C)]2

A+KP+C)

_ / JP is(P)
A+ i(P + C)]2
— i(A+iC)2
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Losung der Laserfeld Gleichung

@ Damit ist das Feld aus Gleichung (31) durch

/
(A+iC)2+ A5

_ o’ +ico
E(z) = ZLTFI/ dexp(A2) {A —

' — oo

gegeben
@ Wie laf3t sich diese Gleichung jetzt losen ?
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FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Wenn der Faktor vor der exp(AZ)-Funktion das Jordan’sche
Lemma erfullt kann das Integral mittels des Cauchy’sches
Residum Theorem als eine Summe Uber Partialwellen
geschrieben werden.

A —1 —1
WL [ PO (35)
1 —iA5D (A+iC?)+ A5

@ Das Jordan Lemma sagt aus, dal3 das Integral
| = / f(x)e'® dx

0 ist, wenn fUr die Funktion f(x) gilt
lim |f(R-€"“) =0.

R—oo

@ Der Faktor (35) ist von der Ordnung O(A~ 1), so daB flr |\ — oo

das Jordan Lemma erfullt ist.
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FEL — Kalter Elektronen Strahl

@ Damit kann das Integral (34) in eine Reihe

. D
E(2)=E exp(\;i2) |\ — —
(2) extzj: p(/){ 1 iR2h,

umgeschrieben werden, wobei

/\

A A ~, dD
Dj = D’)\:)\j und Dj/ = a
A=)
sind und ), die Losungen von
D
A =0
1 — I/\ij

sind.
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FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ FUr den kalten Elektronenstrahl gilt somit

~ . exp()\jé)
E(2) = E g 37
) ethj:1—2i(>\j+iC)>\j? 37

A = i[(A+ic“:)2+/“\g}_1 (38)

@ Die ); sind somit die Losung einer kubischen Gleichung. Far die
Losungen dieser kubischen Gleichung gilt

AMAodg = i
M2+ AoAg + MAg = —C% + A2

A+ Ao+ A3 = —2iC
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FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Einsetzen dieser Bedingungen in Gleichung (37) und Umformen
liefert dann

~

E(%) )\2)\3€Xp()\12) n )\1)\39Xp()\22) n )\1)\29Xp()\32)

Eet (M —22)(A1 —X3) (2 = Ag)(A2 — A1) (A — A1)(As — A1)
(39)

@ Es soll nun der Fall eines sehr kleinen Raumladungsfeld /A\f9 — 0

direkt in der Resonanzposition C = 0 betrachtet werden. Dann
wird Gleichung (38) zu

A=iA2a )\ =
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FEL — Kalter Elektronenstrahl

@ Losungen sind

AN o= i
V3 +i
Ao =
2
—V3+1i
A3 = >

@ FUr das Feld erhalt man damit die folgende Losung

E(Z):l exp \/§+12 + exp _\/§+12 + exp(—iZ2)
Eext 3 2 2
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Freie Elektronen Laser

FEL — Feld im linearen Bereich

Realteil des Elektrischen Feld E(z)
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Freie Elektronen Laser Linearer Bereich

FEL — Feld im linearen Bereich

@ Der 3. Term oszilliert und der 2. Term nimmt exponentiell ab Far
den asympotischen Fall Z > 1 wird die Gleichung somit zu

E(é)—lex \/§+i2
E. 3P|

@ Mit zunehmender reduzierter Undulatorlange z nimmt das
elektrische Feld E(Z) also exponentiell zu! Verstarkung!

Ei2
¢ -2
o Eext
1 V3. V3. 3.
— _|1_ v h'Y bt
_— 91 4 cosh 22(005 22+coszzﬂ
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FEL — Verstarkungsverhalten

Im Gegensatz zum low Gain Bereich verstarkt der FEL im linearen
Bereich direkt bei der Resonanzenergie C=0

Im folgenden soll nun das Verstarkungsverhalten des FEL
diskutiert werden.

Dazu nehmen wir wieder zunachst ein verschwindenes
Raumladungsfeld an A2 — 0. Damit wird Geichung (35) zu

A\ +iC)? =i

Die Propagationskonstanten )\; hangen somit nur vom Detuning

Parameter C ab. Losung laf3t sich im Prinzip explizit aufschreiben,
wir wollen aber nur das Verhalten betrachten.

A sei die Lésung \j, die dem exponentiellen Wachstum der
Leistung entspricht

Damit kann die Verstarkung dann einfach in der Form

G = A-exp(2Rel2)
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ A : Field growth rate
A : Input coupling factor

I I I I I S
0,8 _

- 4
f) <
x 06 . S
- =
20,4 - S
=3 - 1%2g
©
o 3
2 i

0,2 1 L K—l

0 ] ] ] ] ] ] ] ] 0

Detuning parameter C
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ Verstarkung des Feldes E(2) bei verschiedenen Langen 2 des
Undulators

70

60—

" | 2 | 0 | 2
Detuning parameter C
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ Welchen EinfluB hat nun eine Raumladung A2 > 0 auf das
Verstarkungsverhalten ?

@ Dazu muf3 Gleichung (39) mit den korrekten Werten flr die
Eigenwerte der Gleichung (38) berechnet werden.

N An]—1
A= (A+iC)2+/\§}

Detuning Parameter C
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ FUr grof3e Raumladungsfelder /A\g wird somit die Verstarkung stark
unterdrickt

70 ' I ' I ' I ' I ' I ' I

Detung parameter C
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ Das Maximum der Field growth rate ReA 1aBt sich durch

. A2
max(Rel) = ? (1 - é’)

beschreiben. Das Maximum selbst wird bei einem Detuning
Parameter

N\ N\

Cm = A,

erreicht.
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ Es soll jetzt als letzter Schritt der Einflul3 einer Energieverteilung
des Elektronenstrahls diskutiert werden. Bis jetzt wurde ein kalter
Elektronenstrahl angenommen.

@ Realistische Verteilung ist eine Gaussverteilung der Energie

P2
F(P) = 1 — exp ( F12>
\/ZWA% 2\
mit der Breite A2 der Verteilung.
@ Das Feld ist durch Gleichung (33)

. 1 o’ +ioco A D \
E(2) = 2—7”/ - dAexp(Az) {A - i/AEZZA)()\)
o’ —loo — I\p

gegeben
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FEL — Verstarkungsverhalten

® mit D o
N oo N F/ P
O .
@ Die Rechnung soll jetzt hier nicht ausgeflhrt werden, sie ist z.B. in
dem Buch von Saldin durchgefihrt.

Das Ergebnis flr das Feld im Fall einer Gaussverteilung der
Elektronenenergie lautet

E(é):exp(/A\é) X {1+i(i—/“\g/“\)2[< A 1) (40)
Eext

. A2A A2
i—A2A - AZ

( 1 /\+i6‘> A+iC }1
X _ n

~ LA N 2 AN 4
AN+iC N5 N7
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ wobei A die Eigenwerte der Gleichung

D(A) = _
() 1+ iAZA
sind mit
~ ] [~/ A\ : M\ 2
b= _L _ m/2 (A + iC) exp ( +AIC)
A2 A3 2/\2
und der Fehlerfunktion
1 X
erf(x) = — du ex
)= Var Jo P
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FEL — FEL — Verstarkungsverhalten

@ Wir wollen hier jetzt nur wieder den Fall eines verschwindenen
Raumladungsfeld A5 — 0 kurz diskutieren

@ Fur diesen Fall wird Gleichung (40) zu

. o~
E(z) _ .M AT(A+A'(’:)  exp(A2)
Eext  i(CA2 +1) — A(A+iC)?

und A ist die L&sung der Eigenwertgleichung

/A\:i/ dx - X - exp (—/A\ZTXZ/Z—(/A\qLi(A))x)
0
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FEL — Verstarkungsverhalten

@ Growth rate und Feld des FEL bei verschiedenen
Energieverteilungen des Elektronenstrahls

30
0,8
—25
<0,6 20
[O)
* 5
(O]
d— LU
© ~15—
£ 04 N
= Y, Ll
S
) —110
0,2
—45
O 1 1 1 1 1 1 | | |
-2 0 2 4 6 8 10 4 6 8 1(9

Detuning parameter C
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Take Home Message — FEL Linearer Bereich

@ Herleitung des Laserfeldes und der Elektronenverteilung in einem
1-dimensionalen Modell.

@ Gekoppelte Integrodifferentialgleichungen fur die Elektronendichte
und das Laserfeld.

@ Losung der Gleichungen zeigt ein exponentielles Wachstum des
Laserfeldes.

@ Verstarkung in einem schmalen Bereich um die
Resonanzfrequenz.

@ Ausgangsleistung hangt linear von der eingekoppelten Leistung
Eo ab.
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